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Останнім часом поняття турбулентності вийшло за межі природничих наук і широко вжи-
вається в суспільствознавстві, економіці, світовій політиці, історії науки і техніки. Турбу-
лентними є процеси самоорганізації великої системи частинок в стійкі дисипативні струк-
тури фізичної, біологічної, соціальної, економічної природи. З огляду на це важливим і актуа-
льним є здійснення більш широкого аналізу еволюції поняття турбулентності та методів 
його дослідження.

Мета статті — представити історію відкриттів з теорії турбулентності, які впли-
нули на формування нелінійної динаміки. Дослідження виконано із застосуванням методів 
логічного аналізу, узагальнення, класифікації, систематизації. Історико-науковий метод ви-
користано для оцінки наукових результатів учених. 

В статті розглянуто внесок А.М. Колмогорова у розвиток теорії турбулентності; ви-
никнення теорії турбулентності Ландау — Хопфа (1944—1948) та її вплив на формування 
понять, ідей та моделей нелінійної динаміки. Перехід до турбулентності Ландау — Хопфа 
сприяв зародженню іншої концепції виникнення турбулентних течій (сценарій Рюеля — Та-
кенса, 1971). Проаналізовано подальший розвиток досліджень турбулентності в 60—80-х рр. 
ХХ ст., дослідження турбулентності плазми (коли виникають сильно нелінійні задачі); від-
окремлених хвиль у плазмі (Н. Забускі та М. Крускал, 1965 р.), сценарій Фейгенбаума (1978—
1979), сценарій турбулентного руху Помо — Манневіля (1980).

Зроблено висновок, що розвиток теорії турбулентності вплинув на формування нелі-
нійної динаміки та її понятійного апарату (поняття дивного атрактора, конструктивного 
поняття самоподібності). У 1971 р. Д. Рюель і Ф. Такенс, піддавши критиці теорію Ландау — 
Хопфа, вперше вказали на існування дивного атрактора (одного з базових понять нелінійної 
динаміки), який демонструє чутливість до початкових умов. 

Формуванню поняття дивного атрактора і розвитку сценарію Рюеля — Такенса та-
кож сприяли дослідження Дж. Мак-Лафлін і П. Мартин (1974) та Дж. Голаба і Х. Суінні (1975). 

https://doi.org/10.15407/sofs2021.02.137

УДК 53 (091)

т.в. кІЛоЧИЦЬка, кандидат історичних наук, доцент, 
Національний університет «чернігівський колегіум» імені т.г. Шевченка, 
вул. гетьмана полуботка, 53, чернігів, 14000, Україна, 
e-mail:  kilocht@gmail.com
https://orcid.org/0000-0003-4471-0904

РозвИток теоРІЇ туРБуЛеНтНостІ  
та НеЛІНІЙНа ДИНаМІка (1940–1990) 

Цитування: Кілочицька т.в. Розвиток теорії турбулентності та нелінійна динаміка 
(1940—1990). Наука та наукознавство. 2021. № 2 (112). с. 137—153. https://doi.org/ 10.15407/ 
sofs2021.02.137

історія науки і техніки

Science and technology history



138 ISSN 1560-4926. Science and Science of Science. 2021. № 2 (112)

Т.В. Кілочицька 

Виходячи зі сценарію Ландау — Хопфа, при з’ясуванні питання про те, як виникла турбу-
лентність, Г.М. Заславський у1978 р. запропонував простішу модель дивного атрактора, 
яка встановлює зв’язок між двома типами хаотичного руху. У 1983 р. В.С. Афрайнович та 
Л.П. Шільніков ввели поняття квазіатракторів.

У 1996 р. український вчений О.М. Шарковський запропонував концепцію «ідеальної 
тур булентності» — нового математичного явища в детермінованих системах.

Теорія турбулентності стрімко розвивається в Україні та за її межами, поступово 
поширюється на різні галузі науки і техніки.

Ключові  слова: турбулентність, нелінійна динаміка, динамічні системи, атрактор.

вступ. важливе значення для формування нелінійної динаміки має дослід-
ження турбулентності. проблема турбулентності є актуальною не тільки у 
зв’яз ку з інженерними розрахунками. більша частина середовища, яке запов-
нює всесвіт, перебуває в турбулентному русі, тому нестійкість розглядається 
у астрофізиці та фізиці атмосфери, фізиці планет і в океанології. турбулент-
ність — фізичне явище, що характеризується нерегулярними взаємними пе-
реміщеннями об’ємів середовищ (газу або рідини) та їх перемішуванням, 
су п роводжується хаотичними змінами газодинамічних параметрів у прос-
торі та часі. під гідродинамічною турбулентністю розуміють взаємодію ве-
ликої кількості вихорів, при якій відбувається передача енергії від великих 
вихорів до малих.

термін «турбулентність» увів англійський фізик У. томсон (Кельвін) 
(від латинського «turbulentus» — безладний). Розвиток теорії турбулентнос-
ті відбувався у двох напрямах: зародження турбулентності та розвинена тур-
булентність, частиною якої є статистична теорія турбулентності. Ці дослід-
ження сприяли вивченню критичної точки, після якої система створює тур-
булентність.

У 1883 р. англійський фізик О. Рейнольдс у праці «Експериментальне 
дослідження обставин, які визначають, чи буде рух води прямолінійним або 
хвилястим, і про закон опору в паралельних каналах» встановив, що залеж-
но від безрозмірного параметра (пізніше відомого як число Рейнольдса) рух 
води в трубці є ламінарним (коли Re менше декількох сотень) або турбу-
лентним (Re = 2000—3000). Між цими двома значеннями рух води має про-
міжний характер. За визначенням цей параметр дорівнює швидкості пото-
ку, помноженій на довжину елемента потоку, який ділиться на в’язкість се-
редовища, віднесену до густини. почались наукові дослідження виникнення 
турбулентності, яка полягає у поступовому збільшенні числа Рейнольдса по-
чинаючи з малих значень, коли течія ламінарна. 

Одними із засновників гідродинамічної теорії з використанням числа 
Re також були російський вчений М. Є. жуковський (1847—1921) та його 
учень с.О. чаплигін (1869—1942) [1, 2].

У 1884 р. при дослідженні турбулентності О. Рейнольдс запропонував 
застосувати статистичний підхід з використанням методів теорії ймовірнос-
тей (швидкість, тиск тощо є випадковими величинами). У 1921 р. Дж. тей-
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лор уперше при дослідженні перенесення частинок при турбулентності ви-
користав статистичний підхід. він запропонував ідею ізотропної однорідної 
турбулентності, в основу якої поклав інваріантність розподілу ймовірнос-
тей гідродинамічних величин при відображеннях, обертаннях. 

під турбулентністю почали розуміти невстановлену та сильно нерегу-
лярну течію. У 1922 р. англійський фізик Л. Річардсон розвинув якісні уяв-
лення про те, що в турбулентній течії відбувається перенесення енергії від 
великих до дрібніших вихорів. він запропонував механізм турбулентного 
пе ремішування при великих числах Рейнольдса. Річардсон вважав, що в тур-
булентному потоці присутні вихори різних розмірів. Найбільші вихори ма-
ють розміри порядку характеристичних хвиль і визначають ділянку турбу-
лентного руху. відбувається процес каскадної передачі енергії від великих 
вихорів до менших, енергія яких розсіюється за рахунок тертя.

в процесі розвитку нелінійної динаміки та теорії турбулентності відбу-
валась їх взаємодія — результати, отримані в одній теорії, використовува-
лись в іншій. вирішення питань зародження турбулентності сприяло фор-
муванню поняття сценарію переходу від регулярного руху до хаотичного. 
хаотична поведінка  є предметом вивчення міждисциплінарної науки — не-
лінійної динаміки. при дослідженні турбулентності широко використову-
вався понятійний апарат та ідеї теорії динамічних систем, яка є математич-
ним  апаратом нелінійної динаміки.

Цікавим є те, що причини виникнення турбулентності досі залишали-
ся нез’ясованими, незважаючи на зусилля багатьох відомих учених та отри-
мані ними результати (зокрема, вже були відомі рівняння Нав’є — стокса, 
тобто основні рівняння, що описують динаміку в’язкої рідини). У 1894 р. 
Рейнольдс отримав перші рівняння для моментів. У 1924 р. О.О. Фрідман і 
Л.в. Келлер запропонували загальну програму дослідження турбулентних 
течій, яка полягала в об’єднанні динамічних і статистичних методів. Основа 
цієї програми — загальний метод побудови нескінченого ланцюга рівнянь 
для моментів, який ґрунтується на використанні рівнянь Нав’є — стокса.

аналіз досліджень  і публікацій. проведений історіографічний аналіз свід-
чить, що з’ясуванню впливу досліджень із теорії турбулентності на розвиток 
міждисциплінарної науки — нелінійної динаміки не приділено належ ної ува-
ги. Дослідження наукової спадщини А.М. Колмогорова містяться в працях 
в.і. Арнольда, Р.Р. Мухіна [3, 4]. Аналіз власних результатів з теорії турбу-
лентності проведено А.М. Колмогоровим  [5]. також є монографія, при свячена 
біографії та науковій діяльності Ю.Л. Клімонтовича [6]. в праці с.К. бетя-
єва лише згадується про відкриття хаосу О. Рейнольдсом, дивно го атрак-
тора — Е. Лоренцем, солітона — Н. Забускі та М. Крускалом [7]. А.с. Мо-
ніним коротко згадується відкриття Ландау 1944 р., Рюєля і такенса [8]. в 
праці Р.Р. Мухіна міститься стислий огляд розвитку теорії турбулентності 
А.М. Колмогорова, лінійної теорії гідродинамічної нестійкості в. гейзен-
берга, гідродинамічної турбулентності, плазмової турбулентності [9]. Деякі 
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питання досліджень з гідродинамічної турбулентності (світовий контекст) 
та світових досліджень з фізики плазми (1960—1970) частково висвітлені в 
тезах конференцій [10, 11]. в монографії за редакцією х. суінні та Дж. гол-
лаба описано теорію дивних атракторів, міститься огляд результатів з не-
стійкості, переходу до турбулентності [12]. 

Мета статті — представити історію відкриттів із теорії турбулентності, 
які вплинули на формування нелінійної динаміки.

Методи дослідження. всебічність та об’єктивність дослідження забезпе-
чується використанням принципів історизму, науковості, логічного аналізу, 
методів узагальнення, класифікації, систематизації. історико-науковий ме-
тод використано для оцінки наукових результатів учених. 

Результати дослідження. У розвиток теорії турбулентності значний вне-
сок зробив А.М. Колмогоров. він припустив, що ізотропна турбулентність, 
властивості якої в довільній точці не залежать від напрямку, реалізується у 
вихорах малих розмірів. така турбулентність визначається середньою швид-
кістю дисипації енергії, яка через каскадний механізм не залежить від числа 
Рейнольдса Re(τ) і має для всіх течій однакову структуру (зокрема, універ-
сальний розподіл енергії ентропії за розмірами вихорів). Отже, аналіз Кол-
могорова ґрунтувався на двох припущеннях: 1) при великих числах Рейнольд-
са турбулентний стан можна вважати локально однорідним та ізотропним, 
2) відбувається каскадна передача енергії від великих просторових масшта-
бів до дрібних у так званому «інерційному інтервалі», де в’язкість несуттєва.

У 1941 р. А.М. Колмогоров працював над якісною схемою вихрового 
руху та отримав якісні результати [13, 14, 15]. Оскільки в’язкість рідини 
впливає лише на малі вихори, величини, що характеризують великі вихори, 
не залежать від в’язкості. Це зменшує кількість величин, які визначають 
властивості турбулентності. За цих умов важливе значення мають сформу-
льовані А.М. Колмогоровим перша і друга гіпотези подібності для неліній-
них процесів. положення про однорідність і стаціонарність гідродинамічних 
полів при великих числах Рейнольдса, а також про локальну ізотропію по-
кладені в основу праць Колмогорова 40-х рр. минулого століття. Для кіль-
кісного описання він визначає характеристики поля швидкості — статис-
тичні характеристики відносно швидкостей рідких частинок в малому об’ємі 
простору-часу, які залежать від малих флуктуацій [13]. А.М. Колмогоров та-
кож замість кореляційної функції розглядає структурну функцію — серед-
ній квадрат просторової різниці значень повздовжньої компоненти швид-
кості [13]. проводячи загальний аналіз властивостей турбулентних течій, 
він використовує диференціальні рівняння гідромеханіки [15].

Отже, у 1941 р. запропоновано теорію турбулентності Колмогорова, яка 
підтвердилась в експериментальних дослідженнях з турбулентними потоками 
в океані, атмосфері та інших дослідженнях при великих числах Рейнольдса.

Л.Д. Ландау в статті «До проблеми турбулентності» (1944) побудував 
одну з теорій переходу до турбулентності. він припустив, що в результаті 
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каскаду послідовних біфуркацій виникає турбулентність. Утворюються но ві 
частоти, які знаходяться в ірраціональному співвідношенні з попередніми 
частотами [16]. схожі припущення зробив у 1948 р. німецький математик 
Е. хопф. У праці «Математичний приклад, що демонструє особливості тур-
булентності» він припустив існування кінцевовимірної множини, до якої 
асимптотично притягуються розв’язки рівнянь Нав’є — стокса. тому ви-
никнення турбулентності за таким сценарієм називають теорією турбу-
лентності Ландау — хопфа (сценарій Ландау — хопфа, 1944—1948). в цьо-
му сце нарії біфуркації множини квазіперіодичних розв’язків переходять у 
подібну множину більшої розмірності. перша біфуркація породжує гранич-
ний цикл, наступна — двомірний тор. тобто перехід течії від ламінарного 
стану до турбулентного розглядається як перехід системи через точки бі-
фуркації (через послідовність біфуркацій відбувається каскадний розвиток 
нестійкостей) [11]. 

Цим працям передувало формування уявлень про автоколивання, гра-
ничні цикли і біфуркації в радіофізиці та теорії коливань. У праці хопфа 
«статистика геодезичних ліній на багатовидах від’ємної кривини» (1949) 
також міститься доведення того, що потік геодезичних ліній на поверхні 
від’ємної кривини і кінцевої площі є транзитивним. він розглядав динаміч-
ні системи з експоненціальною стійкістю, які також досліджували ж. Ада-
мар 1898 р., Дж. хедлунд 1939 р., М.с. Крилов 1941 р. стандартним мето-
дом переходу від рівнянь гідродинаміки до кінцевомірної динамічної систе-
ми є ме тод гальоркіна (отримав назву після досліджень бориса гальоркіна 
1915 р., однак метод розроблено в. Рітцем 1908 р.), який дозволяє звести 
вихід ні диференціальні рівняння в частинних похідних до звичайних ди фе-
рен ціальних рівнянь. 

У 1941 р. М.Д. Мілліонщиков працював над побудовою наближених 
методів розв’язання динамічних рівнянь без залучення емпіричних кон-
стант для ізотропного середовища [17]. Цією проблемою займалися амери-
канський учений Р. Крейчнан (розглядав властивість двовимірної турбу-
лентності) у 1969 р. та інші. Розроблені методи не є універсальними і можуть 
не узгоджуватись з практичними результатами. 

статистична теорія турбулентності вплинула на формування нелінійної 
динаміки, в тому числі конструктивного поняття самоподібності, що вно-
сить певну регулярність у хаотичність турбулентних течій. Узагальнення по-
няття самоподібності привело до поняття ренормгрупи, що дає можливість 
розглядати під загальним кутом зору різні явища. Це поняття виникло в 
квантовій теорії поля в працях Е. Штюкельберга і А. петермана (1953 р.). в 
теорії фазових переходів це поняття у 1975 р. використовував американсь-
кий фізик Кеннет вільсон [16]. У 1993 р. російський вчений с.п. Кузнецов, 
один із керівників (разом із б.п. безручко) наукової школи «Фундаменталь-
ні проблеми нелінійної динаміки та їх застосування», застосував це поняття 
в нелінійній динаміці [19].
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Явище турбулентності пов’язано з хаосом. У зв’язку зі з’ясуванням пи-
тання про виникнення турбулентності виходячи зі сценарію Ландау —хоп-
фа (в умовах сильної дисипації є ланцюжок квазіперіодичних рухів, які уск-
ладняються) г.М. Заславський у 1978 р. запропонував простішу модель див-
ного атрактора. відображення Заславського (дисипативне) встановлює в 
яв ному вигляді зв’язок між двома типами хаотичного руху і дає можливість 
простежити, як при зміні параметрів гамільтоновий хаос переходить у дис-
ипативний хаос [20]. 

сценарій Ландау — хопфа сприяв створенню іншої концепції виник-
нення турбулентності,  або сценарію Рюеля — такенса. 

в праці «про природу турбулентності» (1971) Д. Рюель і Ф. такенс, під-
давши критиці теорію Ландау — хопфа, запропонували виходити з аперіо-
дичного руху, а не з квазіперіодичного [21]. в 1971 р. на конференції «ста-
тистичні методи і турбулентність» Д. Рюель доповів про дослідження виник-
нення складної динаміки (хаосу), описав перехід до турбулентності че рез 
ряд біфуркацій (пізніше названий сценарієм Рюеля — такенса), вперше вка-
завши на дивного атрактора. Згідно зі сценарієм Рюеля — такенса послідов-
ність біфуркацій призводить до виникнення інваріантних торів (як і в сце-
нарії Ландау — хопфа). Однак вже при n ≥ 4 стає можливим рух по дивному 
атрактору. тобто вже після появи відносно невеликої кількості частот (трьох 
або чотирьох в залежності від деяких математичних деталей) динаміка може 
стати турбулентною і демонструвати характерний для випадкового проце-
су суцільний спектр. Д. Рюель і Ф. такенс передбачили, що турбулентність 
у рідині могла розвинутися через дивний атрактор — одне з основних по-
нять нелінійної динаміки [22].

чіткого загальноприйнятого визначення дивного атрактора досі немає. 
Уявно він є ділянкою фазового простору, яка заповнена хаотичними траєк-
торіями. Локально дивний атрактор представляється добутком касторової 
множини і частини двовимірного багатовиду. він має нецілу розмірність, 
рух по ньому є залежним від початкових умов. при кінцевій розмірності ча-
совий аналіз частот вказує на їх неперервний спектр (є однією з «дивних» 
властивостей дивного атрактора), що відображає нестійкість руху на дивно-
му атракторі. Нестійкості фазових траєкторій на дивному атракторі та їх не-
тривіальну геометричну структуру стали називати фрактальною безліччю 
або просто фракталом. 

Д. Рюель і Ф. такенс досліджували атрактори складнішої форми, ніж 
періодичні траєкторії та нерухомі точки, та висунули припущення, що таки-
ми атракторами можуть бути множини, які не мають багатовидів. 

Найважливішою властивістю дивних атракторів є фрактальність. Фрак-
тали — це об’єкти, які в міру зростання виявляють все більшу кількість де-
талей. їх почали активно досліджувати з появою потужних ЕОМ. відомо, 
що прямі та кола — об’єкти елементарної геометрії — природі не властиві. 
в ос нові узагальнень, які привели до поняття дивного атрактора — одно-
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го з базових понять нелінійної динаміки, лежить поняття типовості, уведе-
не М. пейксото у 1962 р.

праця Рюеля і такенса 1971 р. була піддана критиці, хоча і мала вплив 
на розвиток досліджень із теорії динамічних систем.в роботах Ландау, Рюе-
ля і такенса пояснення виникнення турбулентності та складної динаміки 
в дисипативних системах мають загальний характер. На кінцевовимірних 
атракторах рівнянь Навьє —стокса експоненціальна нестійкість рухів досі 
залишається гіпотезою [22, с. 206].

піддаючи критиці сценарій Ландау —хопфа, А.М. Колмогоров запро-
понував дві гіпотези, які залишаються недоведеними. перша полягає в то-
му, що зі збільшенням числа Рейнольдса виникає атрактор все більшої роз-
мірності. Друга — зі збільшенням числа Рейнольдса всі атрактори меншої 
розмірності зникають (точки (ламінарні течії), одновимірні граничні цик-
ли, двовимірні атрактори тощо) і для виявлення точки на атракторі необхід-
но все більше інформації [23, с. 202—203].

Згідно з теорією А.М. Колмогорова роль атрактора перейде від точки до 
множини більшої розмірності, наприклад до граничного циклу. в течіях рі-
дини відбуватимуться періодичні коливання миттєвого поля швидкостей 
(стійкий рух при малому збуренні). при ще більших числах Рейнольдса пе-
ріодичний рух втрачає стійкість. Роль атрактора переходитиме до множин все 
більшої розмірності, рух уздовж атрактора буде все менш стійким. Мале від-
хилення початкової точки вздовж атрактора може швидко зростати так, що 
збурений рух проходитиме вздовж того самого атрактора, але, можливо, з ін-
шою «фазою». часова залежність цієї «фази» загалом може буди хаотичною. 
Атрактор при цьому є стійким (середні значення величин для збуреного ру-
ху протягом значного часу повертаються до вихідних середніх значень).

в 1974 р. Дж. Мак-Лафлін і п. Мартин провели обчислювальний екс-
перимент, у 1975 р. Дж.голаба та х. суінні — натурний експеримент [25, 26]. 
Ці дослідження вплинули на формування поняття дивного атрактора і роз-
виток сценарію Рюеля — такенса.Крім того, у 1975 р. т. Лі та Дж. Йорке за-
пропонували термін «детермінований хаос», здобула наукове визнання і пра-
ця Е. Лоренца 1963 р. [27, 28]. 

Якщо для сценарію Ландау — хопфа атрактором є багатомірний тор, то 
за Рюелем — такенсом перехід до турбулентності описується дивним атрак-
тором, який демонструє чутливість до початкових умов.

Дивні атрактори характерні для дисипативних динамічних систем. У 
1978 р. Рюель і такенс та Ньюхаус довели, що виникнення дивного атракто-
ра стає можливим і при ще меншій розмірності n ≥ 3. У 1981 р. Ф. такенс 
висловив ідеї обробки хаотичних сигналів з метою діагностики їх походжен-
ня і відтворення атрактора відповідної динамічної системи. було встановле-
но, що коли система має три біфуркації Андронова — хопфа, то, ймовірно, 
вона має дивний атрактор із чутливістю до початкових умов після третьої 
біфуркації [29, 30, 23, с. 206].
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проблема турбулентності є загальною для гідродинаміки, метеорології, 
астрофізики, фізики плазми та інших наук. Дослідження універсального не-
лінійного середовища — плазми вплинули на формування і розвиток теорії 
турбулентності та нелінійної динаміки. У плазмі (четвертий стан речовини) 
хаотична поведінка не є короткочасним явищем. У 1923 р. і. Ленгмюр та 
Л. тонкс ввели поняття плазми. Нині плазма — це частково або повністю 
іонізований газ, у якому практично однакові густини негативних і позитив-
них зарядів. У фізиці плазми вивчається плазмова турбулентність, викорис-
товуються методи та понятійний апарат гідродинамічної турбулентності [10]. 

турбулентність плазми є формою існування гарячої плазми. при її до-
слідженні можуть виникати сильно нелінійні задачі, адже сильні взаємодії 
між плазмовими збудженнями не є незалежними. турбулентність плазми — 
це хаотична зміна плазмових параметрів у просторі та часі. Коливання малої 
амплітуди в першому наближенні можна вважати незалежними і користу-
ватися добре відомими методами теорії збурень. Дослідження таких задач 
сприяли створенню теорії слабкої турбулентності, яка включає квазіліній-
ну теорію плазми.

На першій математичній школі в м. Каневі 1963 р. М.М. боголюбов 
прочитав дві лекції «про квазіперіодичні розв’язки в задачах нелінійної ме-
ханіки», в яких після тривалої перерви повернувся до нелінійної механі-
ки [31]. М.М. боголюбов за допомогою методу інтегральних багатовидів, а 
також Ю. Мозера з прискореної збіжності, нових результатів А.М. Кол мо-
горова і в.і. Арнольда з проблем стійкості рухів установив властивості ана-
літичності відносно параметра квазіперіодичних розв’язків та умови їх іс-
нування. вперше ідея прискореної збіжності цих розкладів міститься в ме-
тоді дотичних (метод Ньютона). в лекціях запропоновано теорію збурень 
стійких квазіперіодичних розв’язків неконсервативних систем диференці-
альних рівнянь (зокрема, встановлення властивостей аналітичності по від-
ношенню до параметра), викладено ідею доведення існування інваріант-
ного тора [31].

У 1957 р. Ю.Л. Клімонтович розробив новий підхід до статистичної тео-
рії плазми, який поклав у основу своїх наукових праць. він систематизував 
і розвинув теорію флуктуацій в газовому середовищі, плазмі та активних 
системах [32].

У 1961 р. Р.З. сагдєєв, Є.п. веліхов і О.О. веденов створили квазіліній-
ну теорію класичної плазми. О.О. веденов застосовує квазілінійну теорію 
при дослідженні задачі релаксації іонних та електронних пучків у плазмі. 
У1962 р. над квазілінійною теорією плазми також працювали американсь-
кі вчені в. Драммонд і Д. пайнс [33, 34]. виведення квазілінійних рівнянь 
ґрунтується на розділенні в часі повільного і швидкого процесів (їх відок-
ремлювали ще французький вчений ж. Лагранж і нідерландський фізик 
б. ван-дер-поль). У квазілінійній теорії повільним процесом є зміна амплі-
туд окремих компонентів Фур’є електричного поля та квазілінійна релак-
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сація розподілу частинок, а швидким процесом — зміна фази резонансних 
частинок у полі хвилі. Згідно з цим функція розподілу частинок є сумою до-
данків, які повільно і швидко змінюються.

Розвиток нових напрямів у фізиці плазми сприяв дослідженню неліній-
них хвильових процесів у розподілених динамічних системах. Ю.О. Мит-
ропольський і О.К. Лопатін запропонували новий підхід до описання хви-
льових і коливальних процесів, який полягає у вивченні групових влас-
тивостей інтегральних багатовидів, використанні властивостей групових 
алгебр при переході до гільбертових просторів. У основу цього підходу по-
кладено класичний асимптотичний метод [35].

Цікаве явище нестійкості газу плазмонів відносно варіацій густин спо-
стерігали у 1964 р. О.О. веденов і Л.і. Рудаков (пізніше воно отримало назву 
модуляційної нестійкості) [36]. Флуктуації густин спричиняють виштовху-
вання плазми тиском високої частоти в місцях скупчення плазмонів. Розви-
вається нестійкість автомодуляції просторового розподілу плазми, утворю-
ються згустки плазми — каверни, всередині яких відбувається нестаціонар-
ний процес. при самофокусуванні — нелінійному хвильовому ефекті, що є 
аналогією хвильового колапсу, відбувається захоплення енергії в обмежені 
області та утворюються фокуси. всередині зони самофокусування виника-
ють каверни розміром порядку довжини хвилі. 

відбувся поступовий перехід від дослідження слабкої турбулентності 
до вивчення складнішого явища — сильної турбулентності. У 1972 р. в.Є. За-
харов побудував теорію хвильових колапсів, в основу якої поклав явище 
модуляційної нестійкості [37]. Колапс — це процес концентрації енергії в 
об’є мі, що зменшується. Цей процес описується системою рівнянь, які от-
ри мали назву рівняння Захарова.

Явищем колапсу супроводжується більшість сильно неврівноважених 
процесів турбулентного типу (поширення інтенсивних струмів у плазмі, 
хвильова турбулентність при поширенні інтенсивних світлових імпульсів 
по нелінійному діелектрику).

У 1973 р. б.б. Кадомцев і О.п. погуце отримали нелінійні рівняння, які  
описують поведінку плазми в сильному магнітному полі. Наступного року 
б.б. Кадомцев теоретично дослідив сильну плазмову турбулентність [38]. 
О.г. ситенко створив теорію флуктуацій у неврівноваженій плазмі (1965—
1967) [39, 40]. А.г. Загородній і О.г. ситенко узагальнили теорію флуктуацій 
у стійкій стаціонарній плазмі для випадку турбулентної плазми з дифузно-
дрейфовими рухами рідинного типу. введення мікроскопічних рівнянь і 
ланцюга рівнянь боголюбова дозволило А.г. Загородньому пояснити нові 
фізичні явища, дати оцінку впливу на коефіцієнти дифузії зональних течій, 
утворених у пристроях керованого термоядерного синтезу (випадок насиче-
ної турбулентності).

Можливість застосування рівняння Кортевега — де Фріза для описан-
ня хвиль у плазмі досліджували Н. Забускі та М. Крускал. У 1965 р. вони 
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встановили, що відокремлені хвилі в плазмі після нелінійної взаємодії 
зберігають форму і швидкість. Н. Забускі та М. Крускал назвали такі хвилі 
солі тонами. У 1965—1966 рр. Р. пост і М. Розенблют побудували теорію 
дрей фово-конусної нестійкості високотемпературної плазми, у 1966 р. 
б.А. труб ніков створив теорію стійкості плазми в термоядерних пастках з 
«мінімумом в» [10, с. 83].

У 1974 р., займаючись дослідженнями з теорії турбулентності, О.М. Обу-
хов увів нове поняття системи гідродинамічного типу — системи, що має 
скінчену кількість степенів свободи і в якій загальні властивості рівнянь з 
точки зору характеру нелінійності та законів збереження такі самі, як і у 
гідродинамічного об’єкта [41].

в течіях гідродинамічного характеру при переході до турбулентності 
через біфуркації виникали об’єкти, відмінні від гіперболічного атрактора, 
які мали стійкі періодичні орбіти і властивості дивного атрактора. Дослід-
жуючи це явище, у 1983 р. в.с. Афрайнович та Л.п. Шільніков ввели по-
няття квазіатракторів — притягуючи граничні множини, що мають нетриві-
альні гіперболічні множини та стійкі періодичні рухи. Отже, незважаючи на 
те, що хаотичний рух зосереджений поблизу дивних атракторів, хаос є неод-
норідним. З’явився більш високий рівень складності, новий рівень взаємо-
дії порядку і хаосу. 

важливий внесок у розвиток теорії турбулентності та нелінійної дина-
міки зробив американський фізик М. Фейгенбаум. використовуючи апарат, 
аналогічний розвиненому раніше в теорії фазових переходів, — метод ре-
нормалізаційної групи, він за допомогою кишенькового калькулятора по-
будував чудову теорію (сценарій Фейгенбаума), яка пояснює універсаль-
ність подвоєнь періоду (1978—1979) [42, 43]. М. Фейгенбаум розглянув дея-
ке квадратичне перетворення і встановив геометричну збіжність значень 
параметра, при якій відбувалося подвоєння періоду. Йому не відразу вдало-
ся опублікувати статтю з викладенням своїх результатів (він поставив проб-
лему математично, а підхід до її розв’язання запозичив із теоретичної фі-
зики). сценарій Фейгенбаума виникає при заміні біфуркацій квазіперіо-
дичних рухів біфуркаціями подвоєння періоду. він, аналогічно до Рюєля і 
такенса, розглядав топологічні та структурні характеристики моделей, не 
використовував рівняння гідродинаміки в явному вигляді при переході до 
турбулентності. М. Фейгенбаум у статті «Кількісна універсальність для не-
лінійних перетворень» описав логістичні відображення. він виявив, що 
точки біфуркацій подвоєння періоду накопичувалися до певної межі — по-
рогу виникнення хаосу за законом геометричної прогресії з показником 
4,6692016. Цей показник виявився універсальним, тобто виникав і в інших 
відображеннях, як потім з’ясувалося, в нелінійних дисипативних системах 
самого різного виду. Особливість його роботи полягає в тому, що він встано-
вив універсальність у нелінійній динаміці та застосовував цю теорію до ба-
гатьох явищ. Надалі перехід до хаосу через подвоєння періоду, що демонст-
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рує виявлені властивості універсальності, спостерігався у величезній кіль-
кості нелінійних систем різної фізичної природи і в їх моделях.

У процесі розвитку нелінійної динаміки виник ще один сценарій тур-
булентного руху. в 1980 р. і. помо та п. Манневіль запропонували сценарій 
переходу до хаосу через перемежованість [44, 45]. і. помо зацікавився кон-
цепцією дивних атракторів Рюеля — такенса. він вважав, що для пояснення 
переходу до турбулентності тільки математичних моделей недостатньо, не-
обхідні ще емпіричні дані. Експерименти його співробітників п. берже та 
М. Дюбуа встановили, що амплітуда швидкості конвекції Релея — бенара 
демонструвала періодичні осциляції, які перемежовуються в часі. і. помо 
провів обчислювальний експеримент, який підтвердив це явище. Разом зі 
співробітником п. Манневілем він побудував модель переходу до турбу-
лентності (сценарій помо — п. Манневіля). Цей сценарій пов’язаний із сід-
ловою біфуркацією, коли при зіткненні рухомої та нерухомої точок вони 
обидві зникають, переходячи в комплексну площину. Значення параметру 
більші за той, при якому осциляції перериваються хаотичними сплесками, 
відповідають нерухомій точці відображення пуанкаре, для якої є три мож-
ливі шляхи втрати стійкості. тому і. помо та п. Манневіль розглянули три 
шляхи переходу до хаосу (три типи перемежування).

Апроксимація турбулентних течій кінцевомірними динамічними сис-
темами сприяла виявленню різних шляхів переходу до турбулентності. Ре а ль-
ні системи є неоднорідними, в них є області з регулярним і з хаотичним ру-
хом [23, с. 211].

вагомий внесок у розвиток теорії турбулентності зробив академік НАН 
України О.М. Шарковський. Досліджувані ним питання включали станов-
лення та розвиток хаотичної динаміки. при дослідженні нелінійних крайо-
вих задач математичної фізики та нескінченновимірних динамічних систем 
він запропонував концепцію «ідеальної турбулентності» — нового матема-
тичного явища в детермінованих системах [46]. Ця концепція дозволяє мо-
делювати найскладніші властивості турбулентності, зокрема зародження 
випадкових станів, автостохастичність (атрактор детермінованої системи 
містить випадкові функції). Явище ідеальної турбулентності допомогло з’я-
сувати закономірності самозародження хаотичних еволюцій в детермінова-
них системах, створення випадкових структур. У 2019 р. О.М. Шарковсько-
му та О.Ю. Романенку за цикл праць «Розвиток теорії хаосу та концепції 
ідеальної турбулентності» присуджено премію імені Ю.О. Митропольського.

Нині багато досліджень, як теоретичних, так і експериментальних, при-
свячено структурам у турбулентних течіях [47, 48]. На початку ххі ст. вчені 
почали використовувати ідеї теорії турбулентності для прогнозування  бага-
точасових політичних, соціальних, енергетичних, економічних процесів. Зок-
рема, О.в. Доброчєєв узагальнив велику кількість досліджень нестійкої ко-
ливальної  поведінки фізичних, техногенних і соціально-економічних се-
редовищ, висунувши гіпотезу дуже великих систем. частинки дуже великих 
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середовищ — фізичних, політичних, енергетичних, біологічних, соціальних, 
економічних — поводяться майже однаково незалежно від їх фізико-хіміч-
них властивостей. при збільшенні розмірів флуктуацій середовища на по-
над 14 % у ньому починається самоорганізація [49]. при досягненні флукту-
аціями середовища його фізичних меж виникає дисипативна просторова 
структура — комірки бенара (ефект бенара). Це дає можливість досліджу-
вати етногенез, поділ планети на соціально-економічні регіони, різні су-
б’єкти макроекономіки, фізичні та історичні закономірності динаміки нау-
кової творчості вчених, які є великими системами і природною формою іс-
нування яких є турбулентність.

висновки і перспективи подальших досліджень. питання виникнення 
турбулентності є досить актуальним. показано, що теорія турбулентності 
стрімко розвивається в Україні та за її межами і поступово поширюється на 
різні галузі науки і техніки. термін «турбулентність» і методи її досліджен-
ня широко використовуються не тільки в природничих науках, а й в еконо-
міці, світовій політиці, суспільствознавстві, історії науки і техніки.

Розвиток теорії турбулентності вплинув на формування нелінійної ди-
наміки та її понятійного апарату (на формування поняття дивного атракто-
ра, конструктивного поняття самоподібності). У 1971 р. Д. Рюель і Ф. та-
кенс, піддавши критиці теорію Ландау — хопфа, вперше звернули увагу на 
див ний атрактор, який демонструє чутливість до початкових умов. пізні-
ше це поняття стало одним із базових у нелінійній динаміці. 

Формуванню поняття дивного атрактора і розвитку сценарію Рюеля — 
такенса також сприяли дослідження Дж. Мак-Лафлін і п. Мартин (1974) та 
Дж. голаба і х. суінні (1975). виходячи зі сценарію Ландау — хопфа, при 
з’ясуванні питання, як виникла турбулентність, г.М. Заславський у 1978 р. 
запропонував простішу модель дивного атрактора, яка встановлює зв’язок 
між двома типами хаотичного руху. У 1983 р. в.с. Афрайнович та Л.п. Шіль-
ніков ввели поняття квазіатракторів. 

У 1996 р. український вчений О.М. Шарковський запропонував кон-
цепцію «ідеальної турбулентності» — нового математичного явища в детер-
мінованих системах.

передбачається, що матеріали проведеного історико-наукознавчого 
дослідження використовуватимуться в науковій роботі з історії нелінійної 
динаміки при створенні хронології цієї науки, а також у майбутніх дослід-
женнях проникнення поняття турбулентності в різні галузі науки і техніки 
та його подальшої еволюції. 
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THE DEVELOPMENT OF THE THEORY  
OF TURBULENCE AND NONLINEAR DINAMICS  
(1940—1990)

Recently, the concept of turbulence has gone beyond the natural sciences and is widely used in 
social sciences, economics, world politics, history of science and technology. Turbulent pro-
cesses are the processes of self-organization of a large system of particles into stable dissipative 
structures of physical, biological, social, economic nature. Therefore, it is very important and 
relevant to carry out a more complete than before analysis of the evolution of the concept of 
turbulence and methods of its study.

The purpose of study is to present the history of discoveries in the theory of turbulence, 
which have influenced the formation of nonlinear dynamics. The research was performed using 
methods of logical analysis, generalization, classification, and systematization. The historical-
scientific method was used to evaluate the scientific results of scientists.

The article considers the contribution of A.M. Kolmogorov to development of the theory of 
turbulence; emerging of the theory of turbulence of Landau — Hopf (1944—1948) and its influ-
ence on the formation of concepts, ideas and models of nonlinear dynamics. The shift to the 
turbulence of Landau-Hopf influenced on the inception of the theory of turbulent flows (the 
theory of Ruelle — Takens, 1971). The difference between these theories have been established. 
The article discusses the further development of turbulence research in the 60—80s of the twen-
tieth century; the study of plasma turbulence (there appear highly nonlinear problems) — in par-
ticular, the study of isolated waves in plasma (N. Zabuski and M. Kruskal, 1965), the theory of Fei-
genbaum (1978—1979), the theory of turbulent motion of Pomeau — Manneville (1980). It is 
concluded that the theory of turbulence of A.M. Kolmogorov (1941), the origin and development 
of the theory of Landau — Hopf (1944—1948) and the theory of Ruelle — Takens (1971), and also 
the further studies of turbulence influenced on the formation of nonlinear dynamics and its con-
cepts (formation of the concept of a strange attractor, a constructive concept of self-similarity).

It is concluded that the development of the theory of turbulence influenced the formation 
of nonlinear dynamics of its concepts (the concept of a strange attractor, the constructive con-
cept of self-similarity). In 1971, D. Ruel and F. Tuckens, criticizing the Landau — Hopf theory, 
we re the first to point to the existence of a strange attractor that demonstrates sensitivity to initial 
conditions (the strange attractor — one of the basic concepts of nonlinear dynamics).

The research of J. McLaughlin and P. Martin (1974) and J. Gollab and H. Swinney (1975) 
also contributed to the formation of the concept of a strange attractor and the development of the 
Ruel — Takens turbulence. Based on the turbulence of Landau — Hopf, in clarifying the ques-
tion of how turbulence arose, in 1978, G.M. Zaslavsky proposed a simpler model of a strange 
attractor, which establishes a connection between two types of chaotic motion. In 1983, V.S. Af-
rai novich and L.P. Shilnikov introduced the concept of quasi-attractors.

In 1996, the Ukrainian scientist A.N. Sharkovsky proposed the concept of “ideal turbu-
lence” — a new mathematical phenomenon in deterministic systems.

The theory of turbulence is developing rapidly in Ukraine and abroad, gradually spreading 
to various fields of science and technology.

Keywords: turbulence, nonlinear dynamics, dynamical systems, attractor.


