
УДК 511.138+517.53+517.633 http://dx.doi.org/10.15407/dopovidi2016.02.017

Академiк НАН України В.Л. Макаров1, I. I. Демкiв2

1Iнститут математики НАН України, Київ
2Нацiональний унiверситет “Львiвська полiтехнiка”
E-mail: makarovimath@gmail.com, ihor.demkiv@gmail.com

Узагальнення дробу Тiле
Для наближення нелiнiйних функцiоналiв, визначених на лiнiйному топологiчному про-
сторi, запропоновано узагальнений iнтерполяцiйний дрiб типу Тiле. Наведено два на-
слiдки, що мають самостiйне значення. Один з них — iнтерполянт типу Тiле для
функцiй вiд довiльної кiлькостi змiнних без геометричних обмежень на розташуван-
ня iнтерполяцiйних вузлiв.
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Узагальнення дробiв Тiле є предметом дослiдження робiт ряду авторiв (див., наприклад, [1–
6] та iн.). Цi узагальнення умовно можна розподiлити на два класи. До першого класу на-
лежать узагальнення дробiв Тiле на випадок функцiй багатьох змiнних, переважно двох
(див. [1–4, 6]), до другого — узагальнення дробiв Тiле на випадок векторнозначних та ма-
тричнозначних функцiй вiд однiєї змiнної (див. [2, 5]). Крiм того, окремi результати сто-
суються побудови матричнозначних iнтерполянтiв вiд двох змiнних [7]. Проте всi дробовi
iнтерполянти, запропонованi у зазначених роботах, на вiдмiну вiд класичного дробу Тi-
ле, мають суттєвий недолiк: при замiнi останнього iнтерполяцiйного вузла на довiльний
елемент з вiдповiдної множини визначення iнтерполянт не перетворюється у звичайну (вiд-
повiдно векторнозначну або матричнозначну) функцiю, що iнтерполюється.

Метою даної роботи є узагальнення дробiв Тiле, визначених на лiнiйному топологiчному
просторi X, яке позбавлене вказаного недолiку. Як частковий випадок, звiдси одержимо
iнтерполяцiйний дрiб типу Тiле для функцiй довiльної кiлькостi змiнних.

Оскiльки одержанi у наших попереднiх роботах [8, 9] узагальнення дробiв Тiле для ви-
падку iнтерполювання нелiнiйних функцiоналiв призвели до конструкцiй, що задовольняли
iнтерполяцiйнi умови на каркасi xi(x), i = 0, 1, . . . , n, i тiльки одна умова виконувалась на
континуальному вузлi xn(z, ξ) = xn−1(z) + H(z − ξ)(xn(z) − xn−1(z)), ξ ∈ [0, 1], H(z) —
функцiя Хевiсайда, то для такого типу узагальнень доцiльно скористатись технiкою, роз-
робленою в роботах Л.О. Яновича та його учнiв [10, 11].

Розглянемо клас диференцiйованих функцiоналiв M, для яких iснують побудови, що
будуть наведенi нижче.

Введемо для дослiдження такий iнтегральний ланцюговий дрiб (IЛД):

Tn(x) = F (x0) +
l1(x)|
|1

+
l2(x)|
|1

+ . . .+
ln(x)|
|1

=
n
D
i=1

li(x)

1
. (1)

Тут li(x), i = 1, 2, . . ., — лiнiйнi функцiонали, визначенi на лiнiйному топологiчному про-
сторi X за допомогою спiввiдношень

Tk(x) =
Ak(x)

Bk(x)
, (2)
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Ak(x) = Ak−1(x) + lk(x)Ak−2(x), k = 1, 2, . . . , A−1(x) = 1, A0(x) = F (x0),

Bk(x) = Bk−1(x) + lk(x)Bk−2(x), k = 1, 2, . . . , B−1(x) = 0, B0(x) = 1,

lk(x) = −Ak−1(x)− Tk(x)Bk−1(x)

Ak−2(x)− Tk(x)Bk−2(x)
≡ Fk(x).

Виходячи з [9], отримуємо

lk(x) =

1∫
0

F ′
k(xk−1 + τk(xk − xk−1))(x− xk−1) dτk, k = 1, 2, . . . ,

F1(x) = F (x),

(3)

де пiдiнтегральним виразом у (3) є похiдна Гато вiд функцiонала Fk(x), обчислена на еле-
ментi xk−1 + τk(xk − xk−1) за напрямком (xk − xk−1), а при пiдстановцi цього ж елемента у
(2) вiдповiдне значення дробу Tk(xk−1 + τk(xk − xk−1)) замiнене на F (xk−1 + τk(xk − xk−1)).

Перевiримо виконання iнтерполяцiйних умов на часткових випадках.
Нехай n = 1. Тодi

T1(x) = F (x0) +

1∫
0

F ′(x0 + τk(x1 − x0))(x− x0) dτk,

T1(x0) = F (x0),

T1(x1) = F (x0) +

1∫
0

d

dτk
F (x0 + τk(x1 − x0))(x− x0) dτk = F (x1).

Нехай n = 2. Тодi

T2(x) = F (x0) +

1∫
0

F ′(x0 + τ1(x1 − x0))(x− x0) dτ1

1 +

1∫
0

F ′
2(x1 + τ2(x2 − x1))(x− x1) dτ2

,

F2(x) =

1∫
0

F ′(x0 + τ1(x1 − x0))(x− x0) dτ1

F (x)− F (x0)
,

T2(xi) = F (xi), i = 0, 1,

T2(x2) = F (x0) +

1∫
0

F ′(x0 + τ1(x1 − x0))(x2 − x0) dτ1

1 +

1∫
0

d

dτ2
F ′
2(x1 + τ2(x2 − x1)) dτ2

=
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= F (x0) +

1∫
0

F ′(x0 + τ1(x1 − x0))(x2 − x0) dτ1

1 + F2(x2)− F2(x1)
= F (x0) +

+

1∫
0

F ′(x0+τ1(x1−x0))(x2−x0) dτ1

1+

1∫
0

F ′(x0+τ1(x1−x0))(x2−x0) dτ1

F1(x2)−F1(x0)
−

1∫
0

F ′(x0+τ1(x1−x0))(x1−x0) dτ1

F1(x1)−F1(x0)

= F (x2).

У загальному випадку отримаємо

Tn(x) = F (x0) +
n
D
i=1

1∫
0

F ′
i (xi−1 + τi(xi − xi−1)) dτi(x− xi−1)

1
,

Fi(x) =
i
D
p=1

li−p(x)

−1
, l0(x) = F (x0)− F (x)− 1.

(4)

Пiдставивши у (3) k = n, x = xn, одержимо

ln(xn) = Fn(xn)− Fn(xn−1) =
n
D
i=1

ln−i(xn)

−1
−

n
D
i=1

ln−i(xn−1)

−1
=

=
n
D
i=1

ln−i(xn)

−1
− Fn−1(xn−1)− Fn−1(xn−2)

n−1
D
i=1

ln−i−1(xn−1)

−1

=
n
D
i=1

ln−i(xn)

−1
− 1.

Далi матимемо

1 +
ln−1(xn)

1 + ln(xn)
= 1 +

ln−1(xn)
n
D
i=1

ln−i(xn)

−1

=
n−1
D
i=1

ln−i−1(xn)

−1
,

1 +
ln−2(xn)

1 +
ln−1(xn)

1 + ln(xn)

=
n−2
D
i=1

ln−i−2(xn)

−1
, . . . ,

1 +
n
D
i=1

li(xn)

1
= F (xn)− F (x0).

(5)

Спiввiдношення (5) доводять справедливiсть такого твердження:
Теорема 1. Нехай функцiонал F (x) ∈ M n разiв диференцiйований за Гато i мають

сенс формули (1), (3), (4). Тодi формула (4) визначає iнтерполяцiйний IЛД типу Тiле, що
дiє з лiнiйного топологiчного простору X з iнтерполяцiйними вузлами xi, i = 0, 1, . . . , n.

Аналогiчно доводиться нижчесформульоване твердження.
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Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1. Тодi функцiю F (x) можна подати
у виглядi

F (x) = F (x0) +
n
D
i=1

1∫
0

F ′
i (xi−1 + τi(xi − xi−1)) dτi(x− xi−1)

1
,

де xn змiнено на x.
Наведемо декiлька наслiдкiв цiєї теореми.
Перед тим як перейти до викладу першого наслiдку, зауважимо, що в бiльшостi ро-

бiт дослiджувався двовимiрний випадок (див. [6, 7] i наведену там лiтературу). Тепер
функцiонал F (x) = f(x⃗) = f(x1, x2, . . . , xn) задано його значеннями f(x⃗i) у вузлах x⃗i =

= (x
(i)
1 , x

(i)
2 , . . . , x(i)n ), i = 0, 1, . . . , n, причому обмеження на геометрiю розташування вузлiв

вiдсутнi.
Наслiдок 1. Якщо X = Rn, тобто розглядається iнтерполяцiя функцiй багатьох

змiнних дробом типу Тiле, складовi формули (4) матимуть такий вигляд:

li(x) =

1∫
0

F ′
i (xi−1 + τi(xi − xi−1)) dτi(x− xi−1) =

=

1∫
0

(∇fi(x⃗i−1 + τi(x⃗i − x⃗i−1)), (x⃗− x⃗i−1) )dτi = li(x⃗),

Fi(x) =
i
D
p=1

li−p(x)

−1
=

i
D
p=1

li−p(x⃗)

−1
= fi(x⃗),

l0(x) = F (x0)− F (x)− 1 = f(x⃗0)− f(x⃗)− 1 = l0(x⃗).

Тут ∇ — градiєнт, (·, ·) — скалярний добуток у Rn.
Приклад 1. Нехай X = R3 i

f(x⃗3) = f(x1, x2, x3) = x21 + x22 + x23.

Тодi для iнтерполяцiйних умов

x⃗0 = (1, 2, 0)T , x⃗1 = (0, 1, 1)T , x⃗2 = (1, 1/2, 0)T ,

f(x⃗0) = 5, f(x⃗1) = 2, f(x⃗2) = 5/4

отримаємо

f1(x⃗0 + t(x⃗1 − x⃗0)) = 3t2 − 6t+ 5,

l1(x⃗
3) = (x1 − 1) + 3(x2 − 2) + x3,

l2(x⃗)=
2

15
(−1+2x1+x2)+

ln 5

6
(−x1 − 2x2 + 2) =

(
4

15
− ln 5

6

)
x1 +

(
2

15
− ln 5

3

)
(x2 − 1),
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отже,

T2(x⃗
3) = 5 +

(x1 − 1) + 3(x2 − 2) + x3

1 +

(
4

15
− ln 5

6

)
x1 +

(
2

15
− ln 5

3

)
(x2 − 1)

.

Наслiдок 2 стосується випадку, коли X = L(0, 1), тобто розглядуваний простiр збi-
гається з простором iнтегровних за Лебегом функцiй, а функцiонал F (x) має вигляд

F (x) = f

( 1∫
0

x(s) ds

)
,

де f(z) ∈ Cn(−∞,∞). Тодi складовi формули (4) будуть такими:

li(x) =

1∫
0

F ′
i (xi−1 + τi(xi − xi−1)) dτi(x− xi−1) =

=

1∫
0

f ′i(pi−1 + τi(pi − pi−1)) dτi

1∫
0

(x(s)− xi−1(s)) ds = li(x(·)),

pi =

1∫
0

xi(s) ds, i = 0, 1, . . . , n,

Fi(x) =
i
D
p=1

li−p(x)

−1
=

i
D
p=1

li−p(x(·))
−1

= fi(x(·)),

l0(x) = F (x0)− F (x)− 1 = f(p0)− f

( 1∫
0

x(s) ds

)
− 1 = l0(x(·)).

Приклад 2. Нехай X = L(0, 1) i f
(

1∫
0

x(s) ds

)
=

(
1∫
0

x(s) ds

)2

. Тодi для iнтерполяцiйних
умов

x0(s) = 1, x1(s) = s, x2(s) = s+ 1, f(p0) = 1,

f(p1) =
1

4
, f(p2) =

9

4
, p0 = 1, p1 =

1

2
, p2 =

3

2

одержимо

l1(x(·)) =
1∫

0

f ′1

(
1 + τ1

(
−1

2

))
dτ1

1∫
0

(x(s)− 1) ds =
3

2

1∫
0

(x(s)− 1) ds,

l2(x(·)) =
1∫

0

f ′2

(
1

2
+ τ2

)
dτ2

1∫
0

(x(s)− 1) ds = −2

5

1∫
0

(x(s)− s) ds,
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T2(x(·)) = 1 +

3

2

1∫
0

(x(s)− 1) ds

1− 2

5

1∫
0

(x(s)− s) ds

.

На завершення наведемо конструктивнi мiркування щодо побудови найбiльш загальної
конструкцiї IЛД типу Тiле. Розглянемо “двоповерховий” дрiб

T2(u) = F (u0) + l1(u− u0)[I + l2(u− u1)]
−1, (6)

де l1, l2 — лiнiйнi, F — нелiнiйний оператори, що дiють з лiнiйного топологiчного просторуX
у алгебру Y з одиницею I, елементи u, u0, u1 ∈ X.

l1(u− u0) =

1∫
0

F ′(u0 + gτ1(u1 − u0))dgτ1(u− u0),

l2(u− u1) =

1∫
0

F ′
2(u1 + gτ2(u2 − u1))dgτ2(u− u1),

F2(u) = [F (u)− F (u0)]
−1

1∫
0

F ′(u0 + gτ1(u1 − u0))dgτ1(u− u0).

Для оператора F вiдомi його значення F (ui−1,i(ξi)), ξi ∈ [0, 1], i = 1, 2, на континуальних
вузлах

ui−1,i(ξi) = ui−1 + gξi(ui − ui−1), ξi ∈ [0, 1], i = 1, 2. (7)

Тут gzi , i = 1, 2, — лiнiйний диференцiйований за zi оператор, що дiє з X в X i має вла-
стивостi

g0 = 0, g1 = E, gτgξ = gmin(τ,ξ), τ, ξ ∈ [0, 1], (8)

де E : X → X — тотожний оператор. Приклади операторiв gz iз властивостями (8) для
випадку гiльбертового простору X = H та простору кусково-неперервних функцiй Q[0, 1]
наведенi в [12, 13]. Те, що формула (6) iнтерполює оператор F у вузлi u0, є очевидним.
Перевiримо iнтерполяцiйнiсть у вузлi u1. Оскiльки

l1(u1 − u0) =

1∫
0

F ′(u0 + gτ1(u1 − u0)) dgτ1(u1 − u0) = F (u1)− F (u0),

то

T2(u1) = T1(u1) = F (u0) + l1(u1 − u0) = F (u1).
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Нарештi, пiдставимо у (6) континуальний вузол

u1,2(ξi) = u1 + gξ2(u2 − u1), ξ2 ∈ [0, 1].

Тодi, з урахуванням (8), отримаємо

l2(u1,2(ξ2)− u1) =

1∫
ξ2

F ′
2(u1 + gτ2(u2 − u1))dgτ2(u2 − u1) =

= F2(u1,2(ξ2))− F2(u1) = F2(u1,2(ξ2))− I =

= [F (u1,2(ξ2))− F (u0)]
−1

1∫
0

F ′(u0 + gτ1(u1 − u0))dgτ1(u1,2(ξ2))− u0)− I,

що доводить справедливiсть континуальної iнтерполяцiйної умови

F (u1,2(ξ2)) = T2(u1,2(ξ2)).

Наведенi мiркування вказують на можливiсть побудови абстрактного дробу типу Тiле,
що iнтерполює нелiнiйний оператор F : X → Y у вузлах u0, u1, . . ., un−1, un−1,n(ξn), ξn ∈
∈ [0, 1], причому останнiй вузол є континуальним. Це буде предметом наших наступних
публiкацiй.

Цитована лiтература

1. Levri P., Bultheel A. A note on Thiele n-fractions // Numer. Algorithms. – 1993. – 4. – P. 225–239.
2. Tan J., Fang Y. Newton-Thiele’s rational interpolants // Numer. Algorithms. – 2000. – 24. – P. 141–157.
3. Gensane Th. Interpolation on the hypersphere with Thiele type rational interpolants // Numer. Algori-

thms. – 2012. – 60. – P. 523–529.
4. Graves-Morris P.R. Vector Valued Rational Interpolants // Numer. Math. – 1983. – 42. – P. 331–348.
5. Gu Ch. Thiele-type and Lagrange-type generalized inverse rational interpolation for rectangular complex

matrices // Linear Algebra Appl. – 1999. – 295, Iss. 1–3. – P. 7–30.
6. Кучмiнська Х.Й. Двовимiрнi неперервнi дроби. – Львiв: Iн-т прикл. проблем механiки i математики

iм. Я. С. Пiдстригача НАН України, 2010. – 218 с.
7. Cui R., Gu Ch. Bivariate generalized inverse Newton-Thiele type matrix Padé approximation // Appl.
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Oбобщение дроби Тиле

Для приближения нелинейных функционалов, определенных на линейном топологическом
пространстве, предложена обобщенная интерполяционная дробь Тиле. Приведены два след-
ствия, которые имеют самостоятельное значение. Одно из них — интерполянт типа Тиле
для функций от произвольного количества переменных без геометрических ограничений на
расположение интерполяционных узлов.

Ключевые слова: интерполяционные узлы, цепная дробь, дробь Тиле.
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Generalization of a Thiele fraction

A new type of the generalized integral chain fraction interpolation is proposed. It extends the Thiele
type continued fraction interpolation to the class of non-linear functionals defined in an arbitrary
linear topological space. We study two specific realizations of such interpolation process. One of
them is a Thiele type continued fraction interpolation for functions with an arbitrary number of
variables without any additional geometric constrains on the placement of interpolation points.

Keywords: interpolation points, continued fraction, Thiele fraction.
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