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О задаче Римана–Гильберта для аналитических
функций в круговых областях
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Доказано существование однозначных аналитических решений в единичном круге и мно-
гозначных аналитических решений в областях, ограниченных конечным числом окру-
жностей, задачи Римана–Гильберта с коэффициентами счетно-ограниченной вариации
и граничными данными, измеримыми относительно логарифмической емкости. Пока-
зано, что пространства решений имеют бесконечную размерность.
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ласти.

Краевые задачи для аналитических функций f восходят к знаменитой диссертации
Б. Римана (1851), а также известным работам Д. Гильберта (1904, 1912, 1924) и А. Пу-
анкаре (1910) (см. также историю вопроса в [1, 2]).

В 1904 г. Д. Гильберт сформулировал следующую задачу, которую принято называть
проблемой Гильберта или проблемой Римана–Гильберта. Она состояла в доказательстве
существования и нахождении аналитической функции f в области D ⊂ C, ограниченной
спрямляемой жордановой кривой K с условием

lim
z→ζ

Reλ(ζ) · f(z) = φ(ζ) ∀ζ ∈ K, (1)

где им предполагалось, что функции λ и φ непрерывно дифференцируемы относительно
натурального параметра длины на кривой K и что |λ| ̸= 0 на K. Поэтому можно считать,
что |λ(ζ)| ≡ 1.

1. Определения и предварительные замечания. Определение и основные свойства
логарифмической емкости приведены в хорошо известных работах [3–6], а также в [2].

Напомним (см. [7]), что область D в C = C
∪
{∞} именуется круговой, если ее граница

состоит из конечного числа взаимно непересекающихся окружностей и точек. Если граница
этой области состоит только из окружностей, то называем эту область невырожденной.

Пусть D∗ — ограниченная невырожденная круговая область в C. Мы называем λ : ∂D∗ →
→ C функцией ограниченной вариации на открытой дуге γ ⊂ ∂D∗, пишем λ ∈ BV(γ), если

Vλ(γ) := sup
k−1∑
j=0

|λ(ζj+1)− λ(ζj)| <∞, (2)

где супремум берется по всем конечным наборам точек ζj ∈ γ, j = 0, 1, . . . , k, таким, что ζj
лежит между ζj+1 и ζj−1 для каждого j = 1, . . . , k − 1.
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Мы также называем λ функцией счетно-ограниченной вариации, пишем λ ∈ CBV(∂D∗),
если найдется счетное число попарно непересекающихся открытых дуг γn ⊂ ∂D∗, на кото-
рых она является функцией ограниченной вариации, а множество ∂D∗ \

∪
γn счетно.

Рассуждая, как в случае класса BV(∂D), где D = {z ∈ C : |z| < 1}, полностью аналогично
доказательству предложения 5.1 в нашей работе [2], получаем его аналог.

Предложение 1. Для любой функции λ : ∂D∗ → ∂D класса CBV(∂D∗) найдется функ-
ция αλ : ∂D∗ → (−π, π] класса CBV(∂D∗) такая, что λ(ζ) = exp{iαλ(ζ)}, ζ ∈ ∂D∗.

В дальнейшем мы называем функцию αλ функцией аргумента λ.
По теореме 1 в [8], рассуждая аналогично секции 5 в [2], получаем также аналог тео-

ремы 5.1.
Лемма 1. Пусть α : ∂D → R — ограниченная функция класса CBV(∂D) и пусть f : D →

→ C — аналитическая функция такая, что

lim
z→ζ

Re f(z) = α(ζ) для п. в. ζ ∈ ∂D (3)

относительно логарифмической емкости вдоль любых некасательных путей. Тогда

lim
z→ζ

Im f(z) = β(ζ) для п. в. ζ ∈ ∂D (4)

относительно логарифмической емкости вдоль любых некасательных путей, где β : ∂D →
→ R — некоторая функция, измеримая относительно логарифмической емкости.

2. Основные результаты. Следующие теоремы дают решение задачи Римана–Гиль-
берта в круге и круговых областях.

Теорема 1. Пусть λ : ∂D → ∂D — функция класса CBV(∂D) и φ : ∂D → R — функция,
измеримая относительно логарифмической емкости. Тогда существует аналитическая
функция f : D → C такая, что вдоль любых некасательных путей

lim
z→ζ

Re{λ(ζ) · f(z)} = φ(ζ) для п. в. ζ ∈ ∂D (5)

относительно логарифмической емкости.
Действительно, по предложению 1 функция аргумента αλ принадлежит классам L∞(∂D)

и CBV(∂D). Поэтому

g(z) =
1

2πi

∫
∂D

α(ζ)
z + ζ

z − ζ

dζ

ζ
, z ∈ D, (6)

является аналитической функцией в D с u(z) : = Re g(z) → α(ζ) при z → ζ вдоль любых
путей в D для всех точек ζ ∈ ∂D, за исключением их счетного числа (см., например, теорему
IX.1.1 в [7, с. 369] и теорему I.D.2.2 в [9, с. 18]). Отметим, что A(z) = exp{ig(z)} также
является аналитической функцией.

По лемме 1 существует функция β : ∂D → R, конечная п. в. и измеримая относительно
логарифмической емкости, такая, что v(z) : = Im g(z) → β(ζ) вдоль любых некасательных
путей при z → ζ для п. в. ζ ∈ ∂D также относительно логарифмической емкости. Таким
образом, по следствию 4.1 в [2] существует аналитическая функция B : D → C такая, что
U(z) : = ReB(z) → φ(ζ) · exp{β(ζ)} при z → ζ вдоль любых некасательных путей для
п. в. ζ ∈ ∂D относительно логарифмической емкости. Наконец, элементарные вычисления
показывают, что искомая функция f = A · B.
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Теорема 2. Пусть D∗ — ограниченная невырожденная круговая область, λ : ∂D∗ →
→ ∂D — функция класса CBV(∂D∗) и φ : ∂D∗ → R — функция, измеримая относитель-
но логарифмической емкости. Тогда существует многозначная аналитическая функция
f : D∗ → C такая, что вдоль любых некасательных путей

lim
z→ζ

Re{λ(ζ) · f(z)} = φ(ζ) для п. в. ζ ∈ ∂D∗ (7)

относительно логарифмической емкости.
Действительно, по теореме Пуанкаре (см., например, теорему 6.1 в [7]) существует ло-

кально конформное отображение g круга D на D∗. Пусть h : D∗ → D — соответствующая
многозначная аналитическая функция, которая является обратной к g.

Область D∗ без конечного числа разрезов является односвязной областью и, следова-
тельно, h имеет там однозначные ветви, продолжимые на границу по теоремам Каратео-
дори. Согласно разделу VI.2 в [7], ∂D, за исключением счетного множества своих точек,
состоит из счетной совокупности дуг, каждая из которых взаимно однозначно (гомеомор-
фно) отображается g на некоторую окружность из ∂D∗ с одной выброшенной точкой.

Отметим, что по принципу отражения g конформно продолжима в окрестность каждой
из таких дуг и, следовательно, некасательные пути к точкам этих дуг из ∂D переходят
в некасательные пути к соответствующим точкам на окружностях из ∂D∗ и наоборот.

Пусть Λ = λ ◦ g и Φ = φ ◦ g, где g считаем уже продолженным на указанные дуги
единичной окружности ∂D. Заметим, что из условий теоремы по построению следует, что
Λ ∈ CBV(∂D), а функция Φ = φ ◦ g измерима относительно логарифмической емкости.

По теореме 1 существует аналитическая функция F : D → C такая, что вдоль любых
некасательных путей

lim
w→η

Re{Λ(η) · F (w)} = Φ(η) для п. в. η ∈ ∂D (8)

относительно логарифмической емкости.
В силу приведенных выше рассуждений, f := F ◦ h является искомой многозначной

аналитической функцией, удовлетворяющей граничному условию (7).
Теорема 3. В условиях теорем 1 и 2 пространства решений задачи Римана–Гильберта

имеют бесконечную размерность.
Последний результат является прямым следствием конструкций решений в теоремах 1

и 2, а также теоремы 2.1 из работы [10].
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Про задачу Рiмана–Гiльберта для аналiтичних функцiй у кругових
областях
Доведено iснування однозначних аналiтичних розв’язкiв в одиничному колi та багатозна-
чних аналiтичних розв’язкiв в областях, обмежених скiнченним числом кiл, задачi Рiмана–
Гiльберта iз коефiцiєнтами злiченно-обмеженої варiацiї та граничними даними, що є ви-
мiрюваними вiдносно логарифмiчної ємностi. Показано, що простори розв’язкiв мають не-
скiнченну розмiрнiсть.

Ключовi слова: задача Рiмана–Гiльберта, аналiтичнi функцiї, круговi областi.
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On the Riemann–Hilbert problem for analytic functions in circular
domains
The existence of single-valued analytic solutions in a unit disk and multivalent analytic solutions
in domains bounded by a finite collection of circles is proved for the Riemann–Hilbert problem with
coefficients of sigma finite variation and with boundary data that are measurable with respect to
the logarithmic capacity. It is shown that these spaces of solutions have the infinite dimension.

Keywords: Riemann–Hilbert problem, analytic functions, circular domains.
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