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1. Постановка задачи. Рассмотрим начальную задачу для семейства регуляризованных 
уравнений (см. [1] и библиографию там)

0 0( , ), ( ) ( )n
H cD W F t W W t W K Rβ= = ∈ ,   (1)

где ( )n
cW K R∈ , ( , ) ( ( ), ( ))n n

c cF t W C I K R K Rβ ∈ ×  при всех [0,1]β ∈ .
Предположим, что в ( )n

cK R  существует непустое замкнутое множество ( )n
cK RΩ⊂ . 

Пусть для любого ( )n
cU K R∈ , непересекающегося с множеством Ω  и для любого S ∈Ω  

существует ( )n
cZ K R∈  такое, что U S Z= + . При этом множество U S−  является разностью 

Хукухары (см. [2]). Далее предположим, что для любого ( )n
cU K R∈  существует 0S ∈Ω , 

расстояние от которого до U  является минимальным, т. е.

0
0 0[ , ] inf

s
D U U S U S

∈Ω
Ω = − = − .

Множество S  является проекцией U  на Ω  и обозначается proj ( )UΩ . Любое неот ри-
цательное произведение ( )U S tΦ = − , 0t� , является ближайшей нормалью к Ω  в точке 
множества S . Множество всех Φ, полученных таким способом, образует нормальный конус, 
примыкающий к Ω  в точке множества S , и обозначается ( )N SΩ  (см. [4]).

Напомним, что от любого ( )n
cA K R∈  до нулевого элемента 0 ( )n

cK RΘ ∈  расстояние 
определяется формулой

0[ , ] sup
a A

D A A a
∈

Θ = = .

Для , ( )n
cA B K R∈  точную верхнюю грань декартового произведения обозначим так:

( ) sup {( ) : , }A B a b a A b B× = ⋅ ∈ ∈ .
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Нетрудно показать, что

2 2 2 2( )A B A B A B+ + + ×� .

Целью этой статьи является получение условий слабой (строгой) инвариантности 
эйлеровых решений семейства уравнений (1).

2. Условия слабой инвариантности. Сформулируем следующее определение.
Определение 1. Пара ( , )FβΩ  называется слабо инвариантной, если при любом 0W ∈Ω  

существует эйлерово решение ( )W t  семейства уравнений (1) на 0[ , )t ∞  при всех [0,1]β ∈  
такое, что 0 0( )W t W=  и ( )W t ∈Ω  при всех 0t t� .

Имеет место следующее утверждение.
Теорема 1. Пусть выполняются следующие условия:
1) при любом [0,1]β ∈  семейство многозначных отображений Fβ  принадлежит 

( ( ), ( ))n n
c cC R K R K R+ ×  и существует функция ( , )g t wβ , неубывающая по w , такая, что

0 0[ ( , ), ] ( , [ , ])D F t W g t D Wβ βΘ Θ�

при всех ( , ) ( )n
ct W R K R+∈ × ;

2) максимальное решение семейства уравнений

0 0( , ), ( )
dw

g t w w t w
dt β= = ,

существует на 0[ , )t ∞ ;
3) существует открытое множество ( )n

cQ K R⊂ , в котором при всех 0t t�  находится 
эйлерово решение семейства (1) и для каждой пары ( , )t Z R Q+∈ ×  существует proj ( )S ZΩ∈  
такое, что

21
( ( , ) ( )) ( , [ , ])

2
F t Z Z S q t D Zβ β× − Ω� ,

где 0([ , ) , )q C t R Rβ +∈ ∞ ×  при любом [0,1]β ∈ ;

4) существует максимальное решение 0 0( ) ( , , )r t r t t w=  семейства уравнений

0 0( , ), ( ) 0
du

q t u u t u
dt β= = � ,

при всех 0[ , )t t∈ ∞  и [0,1]β ∈ .
Тогда

a) верна оценка

2 2
0 0[ ( ), ] ( , , [ , ])D W t r t t D WΩ Ω�

при всех 0t t�  и [0,1]β ∈ ;
б) при 0( , , 0) 0r t t ≡ , 0W ∈Ω  верно включение ( )W t ∈Ω  при всех 0t t�  и [0,1]β ∈ , т. е 

пара ( , )Fβ Ω  — слабо инвариантна.
Доказательство. При выполнении условий (1) — (2) теоремы 1 существует по край-

ней мере одно семейство отображений ( )W tβ , являющееся эйлеровым решением семейства 
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уравнений (1). Далее, в точках 0 1[ , , , ]i Nt T t t t∈ = …  значение ( )W t  обозначим iW . Согласно 
условию (3) теоремы 1, для каждого i  существует элемент proj ( )i iS WΩ∈  такой, что

21
( ( , ) ( )) ( , [ , ])

2i i i i i iF t W W S q t D Wβ β× − Ω�

при всех [0,1]β ∈ . Из теоремы 12 статьи [1] следует, что 0[ , ]H T
D D Wβ Θ ψ�  при diam 0T → , 

N →∞  и всех [0,1]β ∈ . Поэтому имеем

22
1 0[ , ] iD W W SΩ −� ,

так как 0S ∈Ω . Учитывая, что 1 0 1W W Z= + , где 1 0 0 1 0( , )( )Z F t W t tβ= −  и 0 0 0W S Z= + , по лу-
чаем оценку

2 2 22 2 2 2
1 1 0 1 0 1 0 1 0 0

1 1
2 2 2

0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0
2 2 2 2

1 0 0 0 0 1 0

[ , ] 2( ) ( ) [ , ]

2 ( ( ) ) ( ) [ , ] 2 ( ( , ) ( ))

( ) [ , ] ( , [ , ])( )

H
t t

D W Z Z Z Z Z Z t t D W

t t
D W t Z dt t t D W F t W W S dt

t t D W q t D W t t

β β

β

Ω + + + × ψ − + Ω +

× ψ − + Ω + × −

ψ − + Ω + Ω −

∫ ∫

� � �

� �

�

при всех [0,1]β ∈ .
Аналогичные оценки имеют место для любой точки it T∈ , поэтому верна оценка

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1[ , ] ( ) [ , ] ( , [ , ])( )i i i i i i i iD W t t D W q t D W t t− − β − − −Ω ψ − + Ω + Ω −� �

2 2 2 2
0 1 1 1 1

1 1

[ , ] ( ) ( , [ , ])( )
i i

j j j j j j
j j

D W t t q t D W t t− β − − −
= =

Ω +ψ − + Ω −∑ ∑� �

2 2 2
0 1 1 1 1

1 1

[ , ] diam ( ) ( , [ , ])( )
i i

j j j j j j
j j

D W T t t q t D W t t− β − − −
= =

Ω +ψ − + Ω −∑ ∑� �

2 2 2
0 0 1 1 1

1

[ , ] diam ( ) ( , [ , ])( )
i

j j j j
j

D W T d t q t D W t tβ − − −
=

Ω +ψ − + Ω −∑� ,  (2)

где 0( , )d t∈ ∞ .
Из неравенства (2) нетрудно получить интегральное неравенство

2 2 2
0

0

[ ( ), ] [ , ] ( , [ ( ), ])
t

t
D W t D W q s D W s dsβΩ Ω + Ω∫� ,   (3)

для 0t t d� �  рассматривая покрытие ( )W t  “дугами” ( )W tβ  в узлах T  при любом [0,1]β ∈ . 
Применяя к неравенству (3) теорему 1.6.1 из монографии [3], получим оценку

2 2
0[ ( ), ] ( , , [ 0, ])D W t r t t D WΩ − Ω�  при всех 0t t� .   (4)

Если 0( , , 0) 0r t t ≡ , то из (4) имеем ( )W t ∈Ω  при всех 0t t�  как только 0W ∈Ω . Следова-
тельно, пара ( , )FβΩ  — слабо инвариантна.
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3. Условия строгой инвариантности. Приведем такое определение.
Определение 2. Пара ( , )FβΩ  называется строго инвариантной, если любое эйлерово 

решение семейства (1) существует на 0[ , )t ∞  и удовлетворяет условию ( )W t ∈Ω  при всех 

0t t�  и [0,1]β ∈  как только 0 0( )W t W= ∈Ω .
Имеет место следующее утверждение.
Теорема 2. Предположим, что для семейства уравнений (1)
1) выполняются условия (1), (2) теоремы 1;
2) существует множество ( )n

cC K R∈ , для которого A B C= +  при любых , ( )n
cA B K R∈ , 

и выполняется обобщенное условие Липшица
2( ( , ) ) ( ( , ) )F t A C F t B C L Cβ β β× − × � ,

где const 0Lβ = >  при всех [0,1]β ∈ ;
3) при всех [0,1]β ∈  выполняется неравенство

( ( , ) ) 0F t B Cβ × � .

Тогда пара ( , )FβΩ  — строго инвариантна.
Доказательство. Пусть ( )W tβ  — семейство эйлеровых решений, существующих на 

0[ , )t ∞  и 0 0( )W t Wβ = ∈Ω. Согласно теореме 12 из статьи [1], существует постоянная 0Φ >  
такая, что

0 0( )
T

W t Wβ = , 0[ ( ), ]D W t Wβ Φ�    (5)

при всех [0,1]β ∈ . Если 0( ) [ , ]W t B Wβ ∈ Φ  при всех [0,1]β ∈  и proj ( )S WΩ β∈ , то получаем оценку

0 0 0[ , ] [ , ] [ , ] 2 [ , ] 2D S W D S W D W W D W Wβ β β+ Φ� � �

Отсюда следует, что 0[ , 2 ]S B W∈ Φ .
Пусть Lβ  — постоянная Липшица для ( , )F t Wβ  при всех [0,1]β ∈  в множестве 0[ , 2 ]B W Φ . 

Для любого 0[ , ]W B Wβ ∈ Φ  и proj ( )S WΩ β∈  получаем ( )W S N Sβ Ω− ∈ . Следовательно,

21
( ( , ) ( )) [ , ]

2
F t W W S D Wβ × − Ω�

при всех [0,1]β ∈ . Это неравенство является частным случаем условия (3) теоремы 1 с 

функцией ( , )
2

L
q t W Wβ
β = , поэтому

2 2
0 0[ ( ), ] [ , ]exp ( )

2

L
D W t D W t tβ⎡ ⎤

Ω Ω −⎢ ⎥
⎣ ⎦

�

при всех [0,1]β ∈  и 0t t� .
Поскольку, по предположению, 0W ∈Ω , то ( )W t ∈Ω  при всех 0t t�  и [0,1]β ∈ , т.е. пара 

( , )FβΩ  — строго инвариантна.
4. Заключительные замечания. Проблема инвариантности эйлеровых решений для 

множества уравнений рассматривалась в статье [4]. В данной работе применяется техника 
регуляризации множества уравнений с неточным параметром, предложенная в работе [1]. 
Если совокупность уравнений

( , , )HD X F t X= α ,  (6)
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где ( )n
cX K R∈ , : ( ) ( )n n

c cF R K R I K R+ × × →  (здесь Iα ∈  — параметр неточности) является 
разрывной по X , то регуляризация семейства уравнений (6) может быть проведена по 
способу Филиппова (см. [5]).

Условия инвариантности множества решений могут быть получены аналогично тео-
ремам 1 и 2 с необходимыми изменениями, обусловленными разрывностью системы (6).
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ІНВАРІАНТНІСТЬ РОЗВ’ЯЗКІВ СІМЕЙСТВА РЕГУЛЯРИЗОВАНИХ РІВНЯНЬ

Розглядається початкова задача для сімейства рівнянь, регуляризованих за параметром неточності. Вво дять-
ся означення слабкої і строгої інваріантності розв’язків. Встановлено умови слабкої і строгої інваріант-
ності множини ейлерових розв’язків і вказується на можливість розгляду розривних сімейств рівнянь.

Ключові слова: множина неточних рівнянь, ейлерові розв’язки, слабка і строга інваріантність.
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INVARIANCE OF SOLUTIONS OF THE SET OF REGULARIZED EQUATIONS

We consider the initial problem for a family of equations regularized with respect to the inaccuracy parameter. 
Definitions of the weak and strict invariances of solutions are introduced. The conditions for weak and strict in-
variances of the set of Euler solutions are established, and the possibility to consider discontinuous families of 
equations is indicated.

Keywords: set of uncertain equations, Eulerian solutions, strict and weak invariances.




