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1. Постановка задачи. Пусть ( )n
cK R  — семейство всех непустых компактных и вы пук-

лых подмножеств пространства nR , +⊂I R  — конечный интервал изменения t  и ( )X t  — 
множество состояний системы, определяемое формулой

= = α = ∈ α ∈0 0 0( ) { : ( , , ), ( ) , ( ), }n
H cX t X D X F t X X t X X K R J .

Здесь ∈( ) ( )n
cX t K R  при всех ∈t I , ∈ × ×( ( ) , ( ))n n

c cF C I K R J K R  — многозначное отоб-
ражение, HD X  — обобщенная производная множества состояний ( )X t  системы в момент 
времени ∈t I , α ∈ J  — параметр неточности отображения F , J  — компактное множество в 
пространстве dR .

Рассмотрим семейство уравнений возмущенного движения

= α = ∈0 0( , , ), ( ) ( )n
H cD X F t X X t X K R ,  (1)

и вычислим граничные отображения

( , ) co ( , , ), ( , ) co ( , , )m M
J J

F t F t F t F t
α∈ α∈

⋅ = ⋅ α ⋅ = ⋅ α∩ ∪ .

Будем предполагать, что ⋅( , )mF t  и ⋅( , )MF t  существуют и принадлежат пространству ( )n
cK R .

Семейство уравнений

β ∈0 0= ( , ), ( ) = ( )n
H cD W F t W W t W K R ,  (2)

где

β ⋅ = ⋅ β + ⋅ −β β ∈( , ) ( , ) ( , )(1 ), [0,1]m MF t F t F t ,
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будем называть регуляризованным семейством уравнений неточного семейства уравнений (1).
Семейство уравнений (2) представим в виде

β= + α( , ) ( , , )HD U F t U G t U  (3)

где βα = α −( , , ) ( , , ) ( , )G t U F t U F t U  при всех α ∈ J . Далее будем предполагать, что β ∈ ×(F C I
× ( ), ( ))n n

c cK R K R  при всех β ∈[0,1]  и ∈ × ×( ( ) , ( ))n
c cG C I K E J K R , ⊆ 0[ , ]I t a , α ≠( , 0, ) 0G t  

при всех 0t t� . Кроме того, предположим, что β ≠ Θ0( , )F t U  при любом ≠ Θ0U  и β Θ =0( , )F t
= Θ0  при всех ∈t I .

Представляет интерес задача об оценке отклонений множества траекторий семейства 
уравнений (1) от состояния равновесия Θ ∈0 ( )n

cK R .
2. Обобщенная оценка Гронуолла—Беллмана. Введем следующие предположения. 

Пусть β( , )F t U  и α( , , )G t U  такие, что существуют непрерывные функции ( )f t  и ( )m t  при 
всех ∈t I , для которых:

1H . β Θ Θ0 0[ ( , ), ] ( ) [ , ]D F t U f t D U�  при всех β ∈[0,1] ;

2H . α Θ Θ0 0[ ( , , ), ] ( ) [ , ]nD G t U m t D U� ; 

3H . −
⎡ ⎤
⎢ ⎥Φ = − − Θ − τ τ >
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ ∫
0 0

1
0 0 0( , ) 1 ( 1) [ , ] ( )exp ( 1) ( ) 0

t s
n

t t

t t n D U m s n f d ds  при всех α ∈ J , где 
>1n .

Имеет место утверждение.
Теорема 1. Предположим, что для семейства уравнений (3) выполняются предположе-

ния H1 — H3 при всех ∈ 0( , ) [ , ]t s t a . Тогда отклонение множества траекторий ( )U t  се мей-
ства уравнений (3) от состояния равновесия оценивается неравенством 

−
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟Θ
⎜ ⎟⎝ ⎠

Θ
⎛ ⎞⎡ ⎤

⎢ ⎥⎜ ⎟− − Θ − τ τ
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦

∫

∫ ∫

0 0

0
0 1

1
1

0 0

0 0

[ , ]exp ( )

[ ( ), ]

1 ( 1) [ , ] ( )exp ( 1) ( )

t

t

nt s
n

t t

D U f s ds

D U t

n D U m s n f d ds

�  (4)

при всех ∈ 0[ , ]t t a , β ∈[0,1]  и α ∈ J .
Доказательство. Семейство уравнений (3) представим в эквивалентном виде 

β= + + α∫ ∫0

0 0

( ) ( ) ( , ( )) ( , ( ), )
t t

t t

U t U t F s U s ds G s U s ds . (5)

Пусть = Θ0( ) [ ( ), ]z t D U t . Тогда = Θ0 0 0( ) [ , ]z t D U  и в силу свойств метрики Хаусдорфа 
D  получаем

0 0 0 0

0 0

0 0 0 0

0 0

[ ( ), ] [ , ] [( ( , ( )) ( , ( ), ) ), ]

[ , ] [ ( , ( )) , ] [ ( , ( ), ) , ].

t t

t t

t t

t t

D U t D U D F s U s ds G s U s ds

D U D F s U s ds D G s U s ds

β

β

Θ Θ + + α Θ

Θ + Θ + α Θ

∫ ∫

∫ ∫

� �

�

 (6)
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Из неравенства (4), учитывая предположения H1, H2, получаем оценку

Θ Θ + Θ + Θ∫0 0 0 0 0

0

[ ( ), ] [ , ] ( ( ) [ ( ), ] ( ) [ ( ), ])
t

n

t

D U t D U f s D U s m s D U s ds�

или

+ +∫0

0

( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ))
t

n

t

z t z t f s z s m s z s ds�  (7)

при всех ∈ 0[ , ]t t a .
Далее, неравенство (7) перепишем в виде

−+ +∫ 1
0

0

( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ))
t

n

t

z t z t f s m s z s z s ds� .

Применяя к этому неравенству лемму Гронуолла—Беллмана [2], получаем оценку

−
⎛ ⎞
⎜ ⎟+
⎜ ⎟⎝ ⎠
∫ 1

0

0

( ) ( )exp ( ( ) ( ) ( ))
t

n

t

z t z t f s m s z s ds� .  (8)

Из (8) следует, что

− − −
⎛ ⎞
⎜ ⎟− +
⎜ ⎟⎝ ⎠

∫1 1 1
0

0

( ) ( )exp (( 1) ( ( ) ( ) ( ))
t

n n n

t

z t z t n f s m s z s ds� .  (9)

Умножая обе части этого неравенства на отрицательное выражение

−
⎛ ⎞
⎜ ⎟− − − −
⎜ ⎟⎝ ⎠

∫ 1

0

( 1) ( )exp ( 1) ( ) ( )
t

n

t

n m t n m s z s ds ,

получаем

− −

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − − −
⎜ ⎟⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −
⎜ ⎟⎝ ⎠

∫

∫

1 1

0

1
0

0

( 1) ( ) ( )exp ( 1) ( ) ( )

( 1) ( ) ( )exp ( 1) ( ) .

t
n n

t

t
n

t

n m t z t n m s z s ds

n z t m t n f s ds

�

�

Нетрудно видеть, что

− −
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − −
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫1 1
0

0 0

exp ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )exp ( 1) ( ) .
t t

n n

t t

d
n m s z s ds n z t m t n f s ds

dt
�  (10)

Интегрируя неравенство (10) от 0t  до t , получаем
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−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − − τ τ
⎜ ⎟⎝ ⎠

∫

∫ ∫

1

0

1
0

0 0

exp ( 1) ( ) ( )

1 ( 1) ( ) ( )exp ( 1) ( ) .

t
n

t

t s
n

t t

n m s z s ds

n z t m s n f d ds

�

�  (11)

При выполнении условия H3 из неравенства (11) следует оценка

− −
⎛ ⎞
⎜ ⎟− Φ
⎜ ⎟⎝ ⎠

∫ 1 1
0

0

exp ( 1) ( ) ( ) ( , )
t

n

t

n m s z s ds t t�  при всех ∈ 0[ , ]t t a .

Учитывая оценку (9), из (10) находим

−

−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − − τ τ
⎜ ⎟⎝ ⎠

∫

∫ ∫

1
0

01

1
0

0 0

( )exp ( 1) ( )

( ) .

1 ( 1) ( ) ( )exp ( 1) ( )

t
n

tn

t s
n

t t

z t n f s ds

z t

n z t m s n f d ds

�  (12)

С учетом обозначения = Θ0( ) [ ( ), ]z t D U t  из (12) и (8) следует оценка (4). Теорема 1 
доказана.

Далее для семейств систем (2) и (3) введем такие предположения:

4H . Cуществуют непрерывные на I  функции ( )im t , = …1, 2, ,i n , >1n , такие, что 

β Θ Θ0 1 0[ ( , ), ] ( ) [ , ]D F t U m t D U�  при всех β ∈[0,1]  и ∈ 0[ , ]t t a ;

5H . 
=

α Θ Θ∑0 0
2

[ ( , , ), ] ( ) [ , ]
n

i
i

i

D G t U m t D U�  при всех α ∈ J , ∈ 0[ , ]t t a  и = …2, ,i n ;

6H . При любых ∈ 0( , ) [ , ]t s t a

−

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − Θ − τ τ >
⎜ ⎟⎝ ⎠

∑∫ ∫1
0 0 1

20 0

1 ( 1) [ , ] ( )exp ( 1) ( ) 0
t tn

i
i

it t

n D U m s n m d ds .

Имеет место следующее утверждение.
Теорема 2. Предположим, что для семейства уравнений (3) выполняются условия пред-

положений H4 — H6. Тогда отклонение множества траекторий ( )U t  семейства уравнений 
(3) от состояния Θ ∈0 ( )n

cK R  оценивается неравенством

−
−

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟Θ
⎜ ⎟⎝ ⎠

Θ
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟− − Θ − τ τ
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∫

∑∫ ∫

0 0 1

0
0 1

1
1

0 0 1
20 0

[ , ]exp ( )

[ ( ), ]

1 ( 1) [ , ] ( )exp ( 1) ( )

t

t

nt sn
i

i
it t

D U m s ds

D U t

n D U m s n m d ds

�



14 ISSN 1025-6415. Dopov. Nac. acad. nauk Ukr. 2017. № 10

А.А. Мартынюк

при всех ∈ 0[ , ]t t a , β ∈[0,1] , α ∈ J .
Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 1.
3. Уклонение траекторий в существенно нелинейных системах. Далее введем сле дую-

щее предположение.
Существуют интегрируемые неотрицательные функции 1( )h t  и 2( )h t  и постоянные 

>1p  и 1q �  такие, что

7H .

 

+

β

+

Θ Θ >

α Θ Θ >

∫

∫

1

0 1 0 1

1

0 2 0 2

[ ( , ), ] ( ) [ , ], ( ) 0;

[ ( , , ), ] ( ) [ , ], ( ) 0,

tk
p

tk

tk
q

tk

D F t U h t D U h s ds

D G t U h t D U h s ds

�

�

при любых + +< ∈1( )k kt t R , = …0,1, 2,k  и при всех α ∈ J .

При условии H7 из соотношения (5) получим неравенство

Θ Θ + Θ + Θ∫0 0 0 1 0 2 0

0

[ ( ), ] [ , ] ( ( ) [ ( ), ] ( ) [ ( ), ])
t

p q

t

D U t D U h s D U s h s D U s ds�

при всех ∈ 0[ , ]t t a .
Покажем, что имеет место следующее утверждение.
Теорема 3. Предположим, что для системы (3) выполняются условия предположения H7 и

− −
⎛ ⎞
⎜ ⎟− + − Θ + Θ >
⎜ ⎟⎝ ⎠

∫ ∫1 1
0 0 1 0 0 2

0 0

1 ( 2) [ , ] ( ) [ , ] ( ) 0
t t

p q

t t

p q D U h s ds D U h s ds  (13)

при всех ∈ 0[ , ]t t a . Тогда уклонение множества траекторий семейства уравнений (3) от со-
сто яния равновесия оценивается неравенством

+ −
− −

Θ
Θ

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟− + − Θ + Θ⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

0 0
0 1

2
1 1

0 0 1 0 0 2

0 0

[ , ]
[ ( ), ]

1 ( 2) [ , ] ( ) [ , ] ( )
p qt t

p q

t t

D U
D U t

p q D U h s ds D U h s ds

�  (14)

при всех ∈ 0[ , ]t t a .
Доказательство. При выполнении условий предположения H7 из соотношения (5) по-

лучаем неравенство

 

1 1
0 0 0 1 0 2 0 0

0

[ ( ), ] [ , ] ( ( ) [ ( ), ] ( ) [ ( ), ]) [ ( ), ]
t

p q

t

D U t D U h s D U s h s D U s D U s ds− −Θ Θ + Θ + Θ Θ∫� .

Применяя к этому неравенству лемму Гронуолла—Беллмана [2], получаем неравенство

− −
⎡ ⎤
⎢ ⎥Θ Θ Θ + Θ
⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫ 1 1

0 0 0 1 0 2 0

0

[ ( ), ] [ , ]exp ( ( ) [ ( ), ] ( ) [ ( ), ])
t

p q

t

D U t D U h s D U s h s D U s ds�  (15)
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при всех ∈ 0[ , ]t t a . На основе оценки (15) получаем следующие неравенства:

1 1
0 0 0

1 1
1 0 2 0

0

1 1
0 0 0

1 1
1 0 2 0

0

[ ( ), ] [ , ]

( 1) ( ( ) [ ( ), ] ( ) [ ( ), ])exp ,

[ ( ), ] [ , ]

exp ( 1) ( ( ) [ ( ), ] ( ) [ ( ), ]) .

p p

t
p q

t

q q

t
p q

t

D U t D U

p h s D U s h s D U s ds

D U t D U

q h s D U s h s D U s ds

− −

− −

− −

− −

Θ Θ ×

⎡ ⎤
− Θ + Θ⎢ ⎥×

⎢ ⎥⎣ ⎦

Θ Θ ×

⎡ ⎤
⎢ ⎥× − Θ + Θ
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫

∫

�

�
 (16)

Пусть >1p  и >1q . Тогда оценки (16) можно представить так:

1 1
0 0 0

1 1
1 0 2 0

0

1 1
0 0 0

1 1
1 0 2 0

0

[ ( ), ] [ , ]

exp ( 2) ( ( ) [ ( ), ] ( ) [ ( ), ]) ,

[ ( ), ] [ , ]

exp ( 2) ( ( ) [ ( ), ] ( ) [ ( ), ]) .

p p

t
p q

t

q q

t
p q

t

D U t D U

p q h s D U s h s D U s ds

D U t D U

p q h s D U s h s D U s ds

− −

− −

− −

− −

Θ Θ ×

⎡ ⎤
⎢ ⎥× + − Θ + Θ
⎢ ⎥
⎣ ⎦

Θ Θ ×

⎡ ⎤
⎢ ⎥× + − Θ + Θ
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫

∫

�

�

 

(17)

Умножив первое неравенство из системы (17) на − + − 1( 2) ( )p q h t , а второе — на − + −( 2)p q × 
× 2( )h t , получим

− −
⎡
⎢− Θ + − − + − Θ +
⎢
⎣

∫1 1
0 1 1 0

0

[ ( ), ] ( )( 2)exp ( 2) ( ( ) [ ( ), ]
t

p p

t

D U t h t p q p q h s D U s

− −⎤+ Θ − Θ + −⎦
1 1

2 0 0 0 1( ) [ ( ), ]) [ , ]( 2) ( ),q ph s D U s ds D U p q h t�

− −
⎡
⎢− Θ + − − + − Θ +
⎢
⎣

∫1 1
0 2 1 0

0

[ ( ), ] ( )( 2)exp ( 2) ( ( ) [ ( ), ]
t

q p

t

D U t h t p q p q h s D U s

− −⎤+ Θ − Θ + −⎦
1 1

2 0 0 0 2( ) [ ( ), ]) [ , ]( 2) ( ).q qh s D U s ds D U p q h t�

Отсюда нетрудно видеть, что

− −

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥− + − Θ + Θ
⎢ ⎥
⎣ ⎦

− Θ + − − Θ + −

∫ 1 1
1 0 2 0

0

1 1
0 0 1 0 0 2

exp ( 2) ( ( ) [ ( ), ] ( ) [ ( ), ])

[ , ]( 2) ( ) [ , ]( 2) ( ).

t
p q

t

p q

d
p q h s D U s h s D U s ds

dt

D U p q h t D U p q h t

�

�

 (18)
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Интегрируя неравенство (18) от 0t  до t, получаем оценку

− −
⎡ ⎤
⎢ ⎥− + − Θ + Θ
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ 1 1
1 0 2 0

0

exp ( 2) ( ( ) [ ( ), ] ( ) [ ( ), ])
t

p q

t

p q h s D U s h s D U s ds �

− −− Θ + − − Θ + −∫ ∫1 1
0 0 1 0 0 2

0 0

1 [ , ]( 2) ( ) [ , ]( 2) ( ) .
t t

p q

t t

D U p q h s ds D U p q h s ds�

Учитывая условие (13), получаем

− −
⎡ ⎤
⎢ ⎥+ − Θ + Θ
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ 1 1
1 0 2 0

0

exp ( 2) ( ( ) [ ( ), ] ( ) [ ( ), ])
t

p q

t

p q h s D U s h s D U s ds �

− −
⎛ ⎞
⎜ ⎟− + − Θ + Θ
⎜ ⎟⎝ ⎠

∫ ∫1 1
0 0 1 0 0 2

0 0

1
.

1 ( 2) [ , ] ( ) [ , ] ( )
t t

p q

t t

p q D U h s ds D U h s ds

�

Далее, учитывая оценку (15), находим

+ − − + −Θ Θ2 ( 2)
0 0 0( [ ( ), ]) ( [ , ])p q p qD U t D U �

− −
⎛ ⎞
⎜ ⎟− + − Θ + Θ
⎜ ⎟⎝ ⎠

∫ ∫1 1
0 0 1 0 0 2

0 0

1

1 ( 2) [ , ] ( ) [ , ] ( )
t t

p q

t t

p q D U h s ds D U h s ds

� .

Отсюда следует оценка (14). Теорема 3 доказана.
4. Заключительные замечания. Оценки уклонения множества траекторий от состояния 

равновесия, приведенные в теоремах 1—3, получены на основе нелинейного аналога леммы 
Гронуолла—Беллмана (см. [3, 8] и библиографию там). Эти оценки могут применяться при 
исследовании устойчивости движения аналогично тому, как это делается для систем 
обыкновенных дифференциальных уравнений (см. [1, 5, 6]). Предложенный в данной работе 
подход к анализу множества траекторий семейства уравнений (1) дополняет подходы, 
изложенные в монографиях [4, 7] и др.
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ВІДХИЛЕННЯ МНОЖИНИ ТРАЄКТОРІЙ 
ВІД СТАНУ РІВНОВАГИ

Для сім’ї диференціальних рівнянь отримані оцінки відхилення множини траєкторій від стану рівноваги. 
Такі оцінки можна застосовувати у дослідженні стійкості руху аналогічно тому, як це робиться для систем 
звичайних диференціальних рівнянь.

Ключові слова: сім’я рівнянь, відхилення траєкторій, стан рівноваги.
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DEVIATION OF A SET OF TRAJECTORIES 
FROM THE STATE OF EQUILIBRIUM

Estimates of the deviation of a set of trajectories from an equilibrium state are obtained for a family of differential 
equations. These estimates can be applied to the study of the stability of motion like the case of systems of ordi-
nary diffe rential equatians.

Keywords: set of equations, deviation of trajectories, state of equilibrium.




