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Пусть Ω  — ограниченная область в пространстве 3R  и в ней распределено большое ко ли-
чество мелких включений ε

iB , ε= …1, ,i N , в форме шаров ε ε( , )i
iB x r  радиусов ε

ir  с центрами 
в точках εix . Будем предполагать, что система шаров ε ε= …{ , 1, , }iB i N  зависит от малого 
параметра ε > 0  так, что при ∀ε  шары не пересекаются друг с другом и с внешней границей 

∂Ω , а при ε→ 0  число шаров возрастает: ε Ω
ε3

| |
~N , среднее расстояние между ближайшими 

шарами имеет порядок ε( )O , а средний радиус шаров — порядок αε( )O , α > 2 .
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Нелинейная задача Робена в областях 
с мелкозернистой случайной границей
Представлено академиком НАН Украины Е.Я. Хрусловым

Рассматривается краевая задача для уравнения стационарной диффузии в области 
ε

ε ε

=
Ω = Ω ∪

1

\
N

i
i

B , до пол-

нительной большому числу мелких зёрен Bi
ε (i = 1, . . ., Nε), на поверхностях которых задано нелиней-

ное граничное условие типа Робена. Предполагается, что эти зёрна являются мелкими шариками, слу-
чайно распределёнными в фиксированной области Ω ∈ R 3 и имеющими случайные радиусы. Функция 
рас преде ления fε(x, r) центров x iε и радиусов r i

ε шаров зависит от малого параметра ε > 0 так, что среднее 
рас стоя ние между ближайшими центрами имеет порядок O(ε), а средний радиус — порядок O(εα) (α > 2). 
Доказано, что при ε → 0 случайное решение задачи uε(x) по вероятности сходится в метрике L2(Ω) к не-
случайной функции u(x), для которой получено усреднённое уравнение.

Ключевые слова: усреднение, стационарная диффузия, краевое условие Робена, случайное распреде-
ление.
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В области 
ε

ε ε

=
Ω = Ω ∪

1

\
N

i
i

B  рассмотрим краевую задачу для уравнения Пуассона с не ли-

нейным граничным условием типа Робена на границе шаров ε ε= ∂i iS B :

ε ε

ε
β ε ε ε ε

ε

⎧−Δ = ∈Ω
⎪
∂⎪ + ε σ = ∈ =⎨ ∂⎪

⎪ = ∈∂Ω⎩

…

( ) ( ), ,

( )
( , ) 0, , 1, , ,

( ) 0, .

i
i

u x F x x

u x
x u x S i N

n

u x x

 (1)

Здесь 
=

∂Δ =
∂

∑
3 2

2
1i ix

 — оператор Лапласа в 3R ; n  — единичная нормаль к границе 
ε

ε ε

=
=∪

1

N

i
i

S S , 

внешняя по отношению к области εΩ ; функции 1( ) :F x RΩ→  и σ Ω× →1 1( , ) :x u R R  зада-
ны и удовлетворяют условиям 2( ) ( )F x L∈ Ω , σ ∈ Ω 1 1( , ) ( , ( ))x u C C R  и ∀ ∈Ω σ =: ( , 0) 0x x , 

τ∂< σ +
∂1 20 ( , ) (1 | | )k x u k u

u
� � , где τ <0 1� .

Задача (1) описывает процесс стационарной диффузии частиц в перфорированной об-
ласти εΩ , сопровождаемый поглощением на поверхности зёрен ε

iB , ε= …1, ,i N . В мате ма-
тической литературе задачу (1) часто называют нелинейной задачей Робена, а области вида 

ε

ε ε

=
Ω = Ω ∪

1

\
N

i
i

B  — областями с мелкозернистой границей [1].

Обозначим через εΩ ∂Ω1( , )H  пространство функций из εΩ1( )H , равных нулю на внеш-
ней границе ∂Ω  области εΩ .

Обобщенным решением задачи (1) называется функция ε ε∈ Ω ∂Ω1( ) ( , )u x H , удов лет во-
ряющая следующему интегральному тождеству:

1

( , ) ( , ) 0

i

N
i

i S

u v dx x u v dS F v dx

ε

ε ε ε

ε ε β ε ε ε ε ε

=Ω Ω

∇ ∇ + ε σ − =∑∫ ∫ ∫

для любой функции ε ε∈ Ω ∂Ω1( ) ( , )v x H . Здесь ε ε= ∂i iS B  — поверхность шара ε
iB .

Справедлива следующая теорема.
Теорема 1. Для любого ε > 0  существует единственное обобщённое решение задачи (1). 

Если функции F(x), σ( , )x u  и граница ∂Ω достаточно гладкие (F ∈ Ω σ ∈1( ) ( ), ( , )f x C x u
∈ Ω Ω× ∂Ω∈1 1 1( , ( )), )C C R C , то это обобщённое решение будет классическим.

В данной работе изучается асимптотическое поведение ε( )u x  при ε→ 0 , когда рас-
положение шаров ε

iB  и их радиусы ε
ir  случайные. А именно: мы предполагаем, что положе-

ние центров εix  шаров и величины их радиусов ε
ir  определяются набором n-частичных 

функций распределения [2]
ε Ω × ∞ → ∞… …1 2

1 2( , , , ; , , , ) : ( ) [0, ) [0, )n n n
n nf x x x r r r , ε= …1, 2, ,n N , (2)

так, что вероятность нахождения центров и радиусов данной группы n  шаров в интер валах 
+( , )i i ix x dx , +( , )i i ir r dr ,  = …1, ,i n, равна

ε … … … …1 2 1 2
1 2 1 2( , , , ; , , , )n n

n n nf x x x r r r dx dx dx dr dr dr .
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Эти функции удовлетворяют условиям симметрии, согласования и нормировки, вы те-
ка ющим из их вероятностного смысла [3]:

ε

ε

=

=

A
A

A
A

… … … … … …

… … … … … …

1
1

1
1

( , , , , , , ; , , , , , )

( , , , , , , ; , , , , , , ),

k n
n k n

k n
n k n

f x x x x r r r r

f x x x x r r r r
∞

ε ε −
− −

Ω

=∫ ∫ … … … …1 1 1
1 1 1 1

0

( , , ; , , ) ( , , ; , , )n n n
n n n n nf x x r r dx dr f x x r r , ε= …2, ,n N ,

∞ ∞
ε

Ω Ω

=∫ ∫ ∫ ∫… … … …1 1
1 1

0 0

( , , ; , , ) 1n n
n n nf x x r r dx dr dx dr , ε= …1, ,n N .

Поскольку шары не должны пересекаться друг с другом и с границей ∂Ω , то эти функции 
должны также удовлетворять условию

ε =… …1
1( , , ; , , ) 0n

n nf x x r r ,

если для некоторых ≠i j  ε ε= − < +…( , 1, , ) i j
i ji j n x x r r  или для некоторого = …1, , :i n

ε ∂Ωdist( , )i
ix r� .

Одночастичную и двухчастичную функции распределения ε
1f  и ε

2f  выберем такими, 
чтобы для них выполнялись следующие условия:

1)b  ε −α −α= ε ε1 ( ; ) ( ; )f x r f x r ,

где параметр α > 2 , ∞∈ Ω× ∞( ; ) ( [0, ))f x r L  — неотрицательная функция с компактным 
носителем Ω × 0 0' [ , ]a A  в Ω× ∞[0, )  < < < ∞0 0(0 )a A , нормированная на 1 в Ω× ∞1( [0, ))L ;

2)b  1 2 1 2 1 2
2 1 2 1 1 1 2 1 2( , ; , ) ( ; ) ( ; ) ( , ; , )f x x r r f x r f x r x x r rε ε ε ε= + ϕ ,

где функция 1 2 1
1 2 1 1( , ; , ) ( ; )x x r r f x rε εϕ = − 2

1 2( ; )f x rε при ε ε− < +i j
i jx x r r  и при ε <<1  в 

сред нем мала так, что при ∀τ τ1 2, 0�
∞ ∞

τ τ α τ +τ +ε

Ω Ω

ϕ < ε∫ ∫ ∫ ∫… 1 2 1 2( 3)1 2 1 2
1 2 1 21 2

0 0

( , ; , )r r x x r r dx dr dx dr C .

Замечание 1. Из условия 1b  следует, что с вероятностью 1 шары ε
iB  имеют радиусы, 

удовлетворяющие неравенству α ε αε ε0 0ia r A� �  α >( 2) , и не пересекаются с границей ∂Ω . 
В силу условия 2b  шары ε

iB  с вероятностью 1 не пересекаются друг с другом и располага-
ют ся на расстояниях, больших чем αε02A , и они распределены почти независимо. Таким 
образом, условие 2b  является аналогом условия ослабления корреляции [3].

При ∀ε > 0  функции распределения (2) порождают вероятностную меру εP  на ве ро ят-
ностном пространстве ε ε ε ε= Σ{ , , }G G P , точки ε εω ∈G  которого взаимно однозначно со-
поставляются случайным областям εΩ . Здесь ∑ε — σ -алгебра εP -измеримых подмно жеств 
в εG  [2, 4].

Рассмотрим в случайной области εΩ  краевую задачу (1). Обобщённое решение этой 
задачи ε( )u x  зависит от точки εω  вероятностного пространства εG , т. е. является случайной 
функцией ε ε ε= ω( ) ( , )u x u x . Её измеримость относительно σ -алгебры ∑ε следует из того, 
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что продолженное нулём на множество εΩ Ω\  решение ε( )u x  при ∀ε > 0  в метрике Ω2( )L  
непрерывно зависит от координат центров и радиусов шаров ε

iB , ε= …1, ,i N .
При сделанных выше предположениях относительно функций распределения ε …1( , , ;n

nf x x
…1, , )nr r , ε= …1, ,n N , случайное решение ε εω( , )u x  задачи (1), продолженное ну лём на 

εΩ Ω\ , при ε→ 0  сходится в метрике Ω2( )L  по вероятности к неслучайной функции 
( ) ( )∈ Ω1u x H , т. е. ∀δ > 0

ε ε ε ε
ε→

Ω

⎧ ⎫⎪ ⎪ω ∈ ω − < δ =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫
2

0
lim : ( , ) ( ) 1P G u x u x dx . (3)

При этом предельная функция является обобщенным решением следующей усреднён-
ной задачи:

−Δ + = ∈Ω⎧
⎨ = ∈∂Ω⎩

( ) ( , ) ( ), ,

( ) 0, ,
uu x C x u F x x

u x x
 (4)

где 
∂=
∂

( , ) ( , )uC x u C x u
u

 и функция ( , )C x u  характеризует эффективное поглощение мел ко -

зернистой границы εS  области εΩ .
Функции >( , ) 0C x u  зависят от параметров α β ∈Λ = < α β − α ∪ α >( , ) {2 3, 3 2 } { 3,� �

−∞ < β < +∞}  (рис. 1), характеризующих размеры шаров ε
iB  и интенсивность поглощения на 

их поверхности ε
iS .

Обозначим через λA A1 2 0, ,  участки границы области Λ  такие, что = < α < β = − αA1 {2 3, 3 2 }, 
= α = β < −αA2 { 3, } , λ = α = β = −0 { 3, 3}  и введём функции, зависящие от аргументов ∈Ωx , 
∈ 1u R , ∈ 0 0[ , ]r a A :

αβ

⎧ π α β ∈
⎪
⎪ π − + π α β = λ

= ⎨
⎪ π α β ∈
⎪ α β ∈Λ λ⎩

A

A
A ∪A ∪

2
1

2 2
0

2
2

1 2 0

2 ( , ), ( , ) ;

2 [ ] 2 ( , ), ( , ) ;
( , ; )

2 , ( , ) ;

0, ( , ) \ ( ).

r g x u

r u V r g x V
C x u r

r u
 (5)

Здесь

= σ∫
0

( , ) 2 ( , )
u

g x u x s ds , (6)

= ( , ; )V V x u r  — решение уравнения 

= − σ( , ),V u r x V  (7)

σ( , )x s  — плотность поглощения на поверхности 
шаров εS  (см. задачу (1)). В силу свойств функции 
σ( , )x s  урав нение (7) имеет единственное решение.

Пространственное распределение плотности пог-
ло ще ния в области Ω  зададим с помощью функцииОбласть изменения параметров α, β  
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∞

αβ= ∫
0

( , ) ( , ; ) ( ; )C x u C x u r f x r dr , (8)

где ( ; )f x r  — функция, введенная в условии 1b .
Из (5)—(8) и свойств функции σ( , )x s  следует, что

∞∈ Ω 2 1( , ) ( , ( ))C x u L C R  и 
∂

∂

2

2

( , )
0

C x u

u
� ,

и поэтому функция 
∂=
∂

( , ) ( , )uC x u C x u
u

 удовлетворяет неравенству

− −2 1 2 1(( ( , ) ( , )) ( ) 0u uC x u C x u u u � ,

которое гарантирует единственность решения задачи (4).
Таким образом, справедлива следующая теорема, являющаяся основным результатом 

этой работы.
Теорема 2. Пусть функции распределения ε

1f , ε
2f  удовлетворяют условиям 1b , 2b . Тог-

да обобщённое решение ε( )u x  задачи (1), продолженное нулём на εΩ Ω\ , является случай-
ной функцией εω( , )u x , которая при ε→ 0  в метрике Ω2( )L  сходится по вероятности εP  
(в смысле (3)) к решению ( )u x  краевой задачи (4).

Доказательство этой теоремы проводится методом, развитым в работах [5, 6] с ис поль-
зованием результата работы [7].
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НЕЛІНІЙНА ЗАДАЧА РОБЕНА В ОБЛАСТЯХ 
З ДРІБНОЗЕРНИСТОЮ ВИПАДКОВОЮ МЕЖЕЮ

Розглядається крайова задача для рівняння стаціонарної дифузії в області 
ε

ε ε

=
Ω = Ω ∪

1

\
N

i
i

B , додаткової ве-

ликому числу дрібних зерен Bi
ε (i = 1, . . ., N ε), на поверхні яких задана нелінійна гранична умова типу 

Робена. Припускається, що ці зерна є дрібними кульками, які випадково розподілені у фіксованій області 
Ω ∈ R 3 і мають випадкові радіуси. Функція розподілу f ε(x, r) центрів x iε і радіусів r i

ε куль залежить від 
малого параметра ε > 0 так, що середня відстань між найближчими центрами має порядок O(ε), а серед-
ній радіус — порядок O(εα) (α > 2). Доведено, що при ε → 0 випадковий розв'язок задачі uε(x) за ймовірністю 
збігається в метриці L2(Ω) до невипадкової функції u(x), для якої отримано усереднене рівняння.

Ключові слова: усереднення, стаціонарна дифузія, крайова умова Робена, випадковий розподіл.
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ROBIN’S NONLINEAR PROBLEM IN DOMAINS 
WITH A FINE-GRAINED RANDOM BOUNDARY

We consider the boundary-value problem for the stationary diffusion equation in the domain 
ε

ε ε

=
Ω = Ω ∪

1

\
N

i
i

B , 

which is additional to the large number of fine grains Bi
ε (i = 1, . . ., N ε). The Robin’s nonlinear boundary con-

dition is given on the grain surfaces. We assume that these grains are small balls, which are randomly distribu t ed 
in a fixed domain Ω ∈ R 3 and have random radii. The distribution function f ε(x, r) of the centers x iε and of the 
radii r i

ε of the balls depends on the small parameter ε > 0 so that a mean distance between the nearest centers is 
O(ε), and the mean radius is O(εα) (α > 2). It is proved that, as ε → 0, the random solution of the problem uε(x) 
converges in probability in the metric of the space L2(Ω) to the nonrandom function u(x), for which a homo-
genized equation is constructed.

Keywords: homogenization, stationary diffusion, Robin’s boundary condition, random distribution.




