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В работе [1] построена функциональная модель пары коммутативных операторов, когда 
один из них является сжатием. Эти построения основаны на технике преобразований 
Фурье. Если же ни один из операторов 1 2{ , }T T  не является сжатием, данный метод не при-
меним. В работах [2, 3] построены функциональные модели для коммутативных систем 
операторов 1 2{ , }T T , причём ни 1T , ни 2T  не являются сжимающими. В этом случае функ-
циональная модель строится в пространстве де Бранжа, отвечающем единичному кругу, 
которое было получено в работе [4]. В данной работе построены функциональные модели 
при определённых ограничениях на основные операторы этой модели.

I. Рассмотрим линейный ограниченный оператор Т, действующий в гильбертовом 
пространстве H. Совокупность
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называется унитарным узлом [5—6], если линейный оператор

:
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(3)
где J  и J�  — инволюции в гильбертовых пространствах E  и E�  соответственно, *J J= =

1 * 1,J J J J− −= = =� � � .
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Основным инвариантом узла Δ  (1), описывающим простые узлы, является введенная 
М.С. Лившицем [5] характеристическая оператор-функция

−
Δ = +Ψ − Φ1( )S K zI T . (4)

Предположим, что

dim dim 2E E= =� , 
1 0

0 1
J J

−⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟⎝ ⎠
� . (5)

Используя представление В.П.Потапова для ( )S zΔ , нетрудно построить [6] треуголь-
ную модель оператора Т. Обозначим через 2

2, ( )l xL F  гильбертово пространство вектор-
фун к ций [7]:
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Зададим в 2
2, ( )l xL F  (7) линейный оператор Т:
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l
i i
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Tf x f x e f t dF Je , (7)

где матрица Φx  является решением интегрального уравнения

+ = ∈Φ Φ∫
0
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x

x t tdF J I x l . (8)

Рассмотрим также матрицу-функцию xΨ :
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x t t
x
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Определим операторы 2
2,: ( )l xE L FΦ �  и 2
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где f E∈ . И пусть ( )K SΔ= ∞  (6). Совокупность 
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  (11)

является унитарным узлом (1)—(3) и называется треугольной моделью [7] простого узла
Δ (1), где 2

2, ( )l xL F , , ,T Φ Ψ  имеют вид (6), (7), (10).
Следуя работе [4], введём вектор-функции

1( ) (1 ) (1,1)xL z zT − Φ= − ,   (12)

* 1 *( ) (1 ) (1, 1)xL z zT − Ψ= − −� .  (13)

Определение. Гильбертовым пространством де Бранжа ( , )E GB  назовём пространство, 
которое образуют вектор-функции 1 2( ) [ ( ), ( )]F z F z F z= , где ( ) ( 1,2)kF z k =  имеют вид

= =∫ ∫ �* *
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И пусть ϕB  — отображение де Бранжа:

ϕ = 1 2[ ( ), ( )]f F z F zB .  (15)

Скалярное произведение в ( , )E GB  индуцируется прообразом ϕB :

2
2,

( , ) ( )
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l t
E G L F

F z F z f t f t
ϕ

< > =< >B ,   (16)

причём ( ) ( )F z f tϕ= B , ˆˆ( ) ( )F z f tϕ= B , где 2
2,( ), ( )ˆ ( )l tf t f t L F∈ .

Функции ( ), ( ), ( ), ( )x x x xE z E z G z G z��  задаются соотношениями [4]

− ϕ −= − �1( ) ( ) [ ( ); ( )]xi
x x xL z e z E z E z ,   (17)

− ϕ −= − �� 1( ) (1 ) [ ( ); ( )]xi
x x xL z ze G z G z .   (18)

II. Пусть 1 2,T T  — коммутативная система линейных ограниченных операторов, дейст-
вующая в гильбертовом пространстве H. Совокупность гильбертовых пространств ,E E�  и 
операторов [ , ]; [ , ]; [ , ]; , , , [ , ]; , , , [ , ] ( 1, 2)s s s s s sE H H E K E E N E E N E E sΦ∈ Ψ∈ ∈ σ τ Γ ∈ σ τ Γ ∈ =� � � � �� � �   
назовём коммутативным унитарным метрическим узлом Δ  [7]:
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2) Φ − Φ = ΦΓ Ψ − Ψ = ΓΨ� � �
2 1 1 2 1 2 2 1,T N T N N T N T ;

3) ΨΦ − ΨΦ = Γ −Γ = =� � ��
2 1 1 2 , ( 1,2)s sN N N N K K KN N K s ,

где , ,( , )s s s sσ τ σ τ� �  самосопряжены в ( )E E�  ( 1,2)s = .
Произвольная коммутативная система линейных ограниченных операторов 1 2,T T  всег-

да может быть включена в узел Δ  (19) [5]. В случае обратимости «дефектных» операторов 

1σ  и 1σ�  в E  и E�  всегда можно считать, что 1N  и 1N�  обратимы. Рассмотрим , , ,N N Γ Γ� �

− − − −= ΓΓ = = Γ = Γ� � � �� �1 1 1 1
1 2 1 1 1 2 1 1, , ,N N N N N N N N , (20)

и пусть t tdF a t= , a ( )N x  и ( )xΓ  являются решениями уравнений

( ) [ , ( )] , ( ) [ , ( )], [ , ( ) ( )] 0xi
x x xN x Ja N x x Ja x Ja N x e xϕ= − Γ = Γ +Γ =′ ′ .

Зададим в 2
, ( )r l xL F  (6) линейные операторы 1T  и 2T :

ϕ ϕ−Φ Φ= − ∫ * * 1
1 ( ) ( ) 2 ( )x x

l
i i

t t x
x

T f x f x e f t dF Je ,  (21)

ϕ ϕ−Φ Φ= +Γ − ∫ * * 1
2 ( ) ( )( ( ) ( )) 2 ( ) ( )x x

l
i i

t t x
x

T f x f x N x e x f t dF JN x e .  (22)
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Полученная система операторов 1T , 2T  (21) (22) и есть треугольная модель для ком-
мутативной системы операторов [1].

Теорема. Пусть задан коммутативный узел Δ  (19), отвечающий коммутативной 
сис теме операторов 1 2{ , }T T  (21), (22), такой, что , dim 2E E E= =� , а 1 1 NJ= =�σ σ  (5), спектр 
опе ратора 1T  сосредоточен в точке {1}, характеристическая функция ( )S z  такова, что 
(1,1) ( )(1,1) 0TS z ≠  и вектор-функции ( )xL z , ( )xL z�  и ( ), ( ), ( ), ( )x x x xE z E z G z G z��  имеют вид 
(12), (13) и (17), (18). Обозначим функции = +( )n z a bz  и = +( )m z a bz , где коэффициенты 

(1,0) (1,1)Ta N=  и (1,0) (1,1)Tb = Γ , тогда основная система коммутативных операторов 

1 2{ , }T T  узла Δ  (19) унитарно эквивалентна системе операторов, которая действует в про-
странстве де Бранжа ( , )E GB  следующим образом:
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где 1 2( ( ), ( )) ( , )F z F z E G∈B . Коэффициенты ( )zμ  и ( )zν  имеют вид
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ПРО ФУНКЦІОНАЛЬНІ МОДЕЛІ КОМУТАТИВНИХ СИСТЕМ 
ОПЕРАТОРІВ У ПРОСТОРАХ ДЕ БРАНЖА

Для комутативної системи лінійних обмежених операторів 1 2,T T , які діють у гільбертовому просторі H і 
жоден з операторів не є стисненням, отримано функціональну модель у просторі де Бранжа для круга.

Ключовi слова: функцiональна модель, комутативна система операторiв.
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ABOUT FUNCTIONAL MODELS OF COMMUTATIVE SYSTEMS 
OF OPERATORS IN THE SPACES OF DE BRANGES

For the commutative system of linear bounded operators 1 2,T T  which act in a Hilbert space H and are such that 
none of them is a compression, a functional model is built in the space of de Branges for a circle.

Keywords: functional model, commutative system of operators.




