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О лакунах в спектре оператора 
Хилла–Шредингера с сингулярным потенциалом
Представлено членом-корреспондентом НАН Украины А.Н. Кочубеем

Исследуется непрерывный спектр оператора Хилла—Шредингера в гильбертовом пространстве 2( )L \ . 
Предполагается, что потенциал оператора принадлежит классу Соболева − \1

loc( )H . Найдены условия, при 
которых последовательность длин спектральных лакун: а) ограничена; б) стремится к нулю. Особо изучен 
случай, когда потенциал является вещественной мерой Радона на \.

Ключевые слова: оператор Хилла, непрерывный спектр, спектральная лакуна, сильно сингулярный по тен циал.
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МАТЕМАТИКА

1. Рассмотрим дифференциальное выражение Хилла–Шредингера

= − + ∈′′ \( ) ( ) , ,S q u u q x u x   (1)

с вещественной 1-периодической обобщенной функцией ( )q ⋅  из негативного пространства 
Соболева 1

loc( )H − \ . Ее ряд Фурье—Шварца имеет вид

π

∈
= ∑

]

2ˆ( ) ( ) ik x

k

q x q k e , (2)

где коэффициенты ряда удовлетворяют условиям

−

∈
+ < ∞∑

]

2 2ˆ(1 2 | |) | ( ) |
k

k q k

и

= − ∈]ˆ ˆ( ) ( ),q k q k k .

Дифференциальное выражение (1) корректно определяется как квазидифферен ци аль-
ное [1—5]. Оно задает в сепарабельном комплексном гильбертовом пространстве 2( )L \  опе-
ратор Хилла–Шредингера ( )S q , который определен на плотном в 2( )L \  множестве функций

= ∈ − + ∈′′\ \1 2Dom( ( )) { ( ) ( ) ( )}S q u H u q x u L
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и действует по формуле (1). При этом выражения u′′  и ( )q x u  понимаются в смысле рас-
пре делений.

Оператор ( )S q  самосопряжен в гильбертовом пространстве 2( )L \  и полуограничен 
снизу (см., например, [4], где также приведены иные эквивалентные определения этого опе-
ратора). Спектр оператора ( )S q  абсолютно непрерывен и имеет зонную структуру: его 
спектральные зоны перемежаются со спектральными лакунами [2—5]. При этом концы 
спектральных лакун 0 1{ ( ), ( )}n nq q+ ± ∞

=λ λ , как и в классическом случае суммируемого с квадра-
том потенциала, удовлетворяют неравенствам [4, теорема C]:

0 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )q q q q q q q+ − + − + − +−∞ < λ < λ λ < λ λ < λ λ "� � � ,

где 0 1{ ( ), ( )}n nq q+ ± ∞
=λ λ  при четных/нечетных n  являются собственными значениями соответ-

ствующих периодической/полупериодической граничных задач на единичном отрезке [6, 7].
2. Обозначим через

( ) : ( ) ( ) 0,q n nn q q n+ −γ = λ −λ ∈`� ,

длины спектральных лакун оператора ( )S q . Некоторые из лакун могут вырождаться. Если 
⋅ ∈ \2

loc( ) ( )q L , то, как известно, длины спектральных лакун стремятся к нулю, а скорость 
сходимости возрастает вместе с гладкостью потенциала [8—10]. В случае сингуляр ного 
потенциала ситуация качественно меняется. Примеры показывают, что в этом случае по-
следовательность { ( )}q nn ∈γ `  может быть и неограничена. В связи с этим возникает вопрос 
о нахождении условий, при которых последовательность { ( )}q nn ∈γ `  принадлежит классу 

∞l  или 0c . Его исследованию и посвящена данная работа.
Обозначим через ( )s q  порядок гладкости произвольного распределения ⋅( )q  в гиль-

бертовой шкале соболевских пространств на единичной окружностиT :

= ∈ ∈ −\( ) : sup{ ( )} 1ss q s q H T � .

Как известно, периодическое распределение ( )q ⋅  вида (2) принадлежит пространству 
Со бо лева H s (T) тогда и только тогда, когда

2 2 2ˆ( ) (1 2 | |) | ( ) |s s

k

q H k q k
∈

= + < ∞∑
]

& &T .

Теорема 1. Пусть у оператора ( )S q  порядок сингулярности потенциала ( ) [ 1, 1/ 2)s q ∈ − − . 
Тогда последовательность длин спектральных лакун { ( )}q nn ∈γ ` неограничена.

Доказательство теоремы использует известные асимптотические формулы для длин 
спектральных лакун. Пусть ( )sq H∈ T , ( 1, 0]s∈ − , тогда согласно [12, теорема 1] мы имеем:

+ −δγ = + ∀δ >1 2ˆ( ) 2 | ( ) | ( ) 0.s
q n q n h n   (3)

Тут весовые пространства последовательностей ( ) ( ; )s sh h≡` ` ^  определяются следую-
щим образом:

∈
∈

⎧ ⎫⎪ ⎪= + < ∞⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑`
`

` 2 2( ) : { ( )} (1 | |) | ( ) |s s
k

k

h a k k a k ,
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а через ( )sh n  обозначено n-й элемент последовательности, принадлежащей ( )sh ` . Оче-
видно, что

−
∈ ∈ ⇒ = →∞` `{ ( )} ( ) ( ) ( ),s s

ka k h a k o k k .

Нам также будет необходимо соотношение между гладкостью потенциала и скоростью 
изменения длин спектральных лакун [11, теорема 29] (см. также [12, 13]):

( ) { ( )} ( ), [ 1, )s s
q nq H n h s∈∈ ⇔ γ ∈ ∈ − ∞` `T . (4)

Доказательство проведем от противного. Предположим, что существует такой потен-
циал –1( )q H∈ T  с ( ) ( 1, –1/2)s q ∈ − , для которого соответствующая последовательность 
длин спектральных лакун { ( )}q nn ∈γ `  является ограниченной, т. е., { ( )} ( )q nn ∈ ∞γ ∈ l` ` . Тогда 

очевидно, что 1/2{ ( )} ( )q nn h− −δ
∈γ ∈` `  0∀δ > .

Тогда в силу (4) мы имеем 1/2 ( )q H − −δ∈ T  0∀δ > , т. е., −( ) 1/2s q � . Полученное про ти-
воречие доказывает ошибочность сделанного предположения.

Теорему 1 дополняет
Теорема 2. Пусть у оператора ( )S q  порядок сингулярности потенциала ∈ −( ) ( 1/2, 0]s q . 

Тогда последовательность

0ˆ( ) 2 .| ( ) |q n q nγ − ∈c

В частности,
а) ( )q n ∞γ ∈l  тогда и только тогда, когда потенциал ( )q ⋅  является псевдомерой, т. е. 

ˆ{ ( )}kq k ∈ ∞∈l] ;
б) условие 0( )q nγ ∈c  равносильно тому, что ( )q ⋅  является псевдофункцией, т. е. 

∈ ∈] 0ˆ{ ( )}kq k c .
Доказательство. Пусть ( ) ( 1, 2, 0]s q ∈ − . Тогда ( ) ( )s qq H −ε∈ T  0∀ε > , и в силу формулы 

(3) мы имеем:

+ − ε−δγ = + ∀ε > ∀δ >1 2 ( ) 2ˆ( ) 2 | ( ) | ( ) 0, 0s q
q n q n h n . (5)

Поскольку > −( ) 1/2s q , то мы можем выбрать 0ε >  и 0δ >  таким образом, чтобы выполня-
лось неравенство

+ − ε − δ1 2 ( ) 2 0s q � .

Тогда асимптотические оценки  принимают вид

γ = + 0ˆ( ) 2 | ( ) | ( )q n q n h n . (6)

Но 0( ) (1)h n o= , n→∞ . Поэтому из (6) следуют утверждения теоремы.
Следствие. Пусть { }k kn ∈`  — произвольная последовательность натуральных чисел, а 

[0, ]c∈ +∞ . Тогда если ∈ −( ) ( 1/2, 0]s q , то

γ → ⇔ →ˆ( ) 2 | ( ) |q k kn c q n c ,

когда k→∞ .
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Теорема 2 позволяет строить примеры потенциалов, для которых последовательность 
длин спектральных лакун имеет заданные свойства. В частности, таких, что =( ) 0s q , но по-
следовательность { ( )}q nn ∈ ∞γ ∉l` .

Пример. Пусть

π

∈
= ∑

]

2ˆ( ) ( ) ik x

k

v x v k e ,

где коэффициенты ряда Фурье—Шварца определены следующим образом:

⎧ = ∈⎪= ⎨
⎪⎩

`, | | 2 , ,ˆ( ) :
0, .

nесли

в противном с

n k n

лучае
v k

Тогда

∈ ∈
= = +∞ ∉∑ ∑

] `

2 2 2ˆ| ( ) | 2 , ., ( ).
k n

v k n v Lт е T .

Однако для каждого 0δ >

− δ + − δ −δ

∈ ∈
+ = + < ∞ ∈∑ ∑

] `

2 2 1 2 2ˆ(1 2 | |) | ( ) | 2 (1 2 ) , ( )., .n

k n

k v k n v Hт е T .

В силу теоремы 2 последовательность длин спектральных лакун неограничена, а в силу след-
ствия из нее

lim ( )q
M n

n
∋ →∞

γ = +∞ ;

lim ( ) 0q
M n

n
∋ →∞

γ = ,

где : { 2 , }kM n n k= ∈ = ∈` ` .

3. Вопрос о том, верна ли теорема 2 при = − 1
( )

2
s q , остается пока открытым. Этот слу-

чай особо важен для физических приложений, так как вместе со случаем 
1

( )
2

s q > −  он ох-

ватывает все вещественные меры Радона на \ , которые являются обобщенными произ-
водными функций из класса 2

loc loc( ) ( )BV L⊂\ \ . Он требует отдельного исследования. 
Вместе с тем для мер нами установлена

Теорема 3. Последовательность длин спектральных лакун { ( )}q nn ∈γ `  оператора Хил-
ла—Шредингера ( )S q  с потенциалом ⋅( )q , который является вещественной 1-периоди-
ческой мерой Радона, ограничена

Доказательство теоремы 3 использует результат [14, теорема 12.8.1] и [15, теорема 1]. 
Оно будет приведено в другой публикации.
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ПРО ЛАКУНИ В СПЕКТРІ ОПЕРАТОРА 
ХІЛЛА–ШРЕДІНГЕРА З СИНГУЛЯРНИМ ПОТЕНЦІАЛОМ

Досліджується неперервний спектр оператора Хілла—Шредінгера в гільбертовому просторі 2( )L \ . Вва-
жа ється, що потенціал оператора належить до класу Соболєва 1

loc( )H − \ . Знайдено умови, за яких пос лі-
довність довжин спектральних лакун: а) обмежена; б) прямує до нуля. Окремо досліджено випадок, коли 
потенціал є дійсною мірою Радона на \ .

Ключові слова: оператор Хілла, неперервний спектр, спектральна лакуна, сильно сингулярний потенціал.
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ON SPECTRAL GAPS OF THE HILL—SCHRÖDINGER 
OPERATOR WITH SINGULAR POTENTIAL

We study the continuous spectrum of the Hill—Schrödinger operator in a Hilbert space 2( )L \ . The operator 
potential belongs to a Sobolev space 1

loc( )H − \ . The conditions are found for the sequence of lengths of spectral 
gaps to: a) be bounded; b) converge to zero. The case where the potential is a real Radon measure on \  is stu died 
separately.

Keywords: Hill’s operator, continuous spectrum, spectral gap, strongly singular potential.


