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Наявність анізотропії механічних властивостей у композитах, армованих односпрямовани-
ми волокнами, призводить до залежності від співвідношення між пружними модулями не 
тільки розкриття крайової тріщини, а й коефіцієнта інтенсивності напружень (КІН). Перші 
теоретичні дослідження залежності КІН від ортотропії проведено в [1], де встановлено, що 
КІН є функцією двох характеристик
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В [2] було зроблено висновок про залежність КІН тільки від характеристики ортотропії
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і за результатами [1] побудовано наближену формулу для його визначення:

( ) , ( ) 1,12 0,011( 1), 1 8,IK Y Y∞= ρ σ πδ ρ = − ρ− ρ < <

де ∞σ  — величина зовнішнього навантаження; δ  — довжина тріщини. Таким чином, КІН 
крайової тріщини в ортотропному тілі не перевищує його значення у випадку ізотропії ме-
ханічних властивостей.
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Побудовані інтегральні рівняння задачі про переміщення берегів крайової тріщини в ортотропному тілі та 
запропоновано методологію їх розв’язання. Методологія проілюстрована визначенням коефіцієнта інтен-
сивності напружень, який порівняно з відомими в літературі результатами. Побудовані інтерполяційні ра-
ціональні функції для отриманої залежності коефіцієнта інтенсивності від параметра ортотропії. Задача 
про крайову тріщину в ортотропній півплощині також розв’язана в рамках моделі зони зчеплення з неліній-
ним законом зчеплення—відриву.
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В даній роботі за допомогою методології розв’язання задачі, проілюстрованої в [3] для 
крайової тріщини в ізотропній напівнескінченній площині, побудовано розв’язок для випад-
ку ортотропії. Результати обчислення КІН порівняно з результатами [1], уточнено залеж-
ність КІН від параметра ортотропії, а також на основі методології, запропонованої та проі-
люстрованої в [4, 6, 5], отримано розв’язки аналогічної задачі в рамках моделі зони зчеплення.

Розглянемо тріщину, розташовану вздовж нормалі до границі напівнескінченної орто-
тропної площини, одна з осей ортотропії збігається з напрямком цієї нормалі (рис. 1, а). 
Виберемо систему координат так, щоб вісь x  збігалась з лінією тріщини, а вісь y  відпові-
дала границі півплощини. За заданими на відрізку 0y = , (0, )x ∈ δ  напруженнями необ хід-
но знайти розкриття берегів тріщини за умови зв’язаності напружень і розкриття. Розв’я-
зан ня першої частини задачі (знаходження розкриття за заданими напруженнями) скла-
дається з трьох етапів ([3], 155):

1) знаходиться напруження ( , 0)y xσ  і ( , 0)xy xτ , що виникають внаслідок прикладання 
на границі неушкодженої півплощини напружень 0 ( )y yσ  і 0 ( )xy yτ ;

2) знаходиться напруження (0, )b
y yσ  і (0, )b

xy yτ , що виникають внаслідок прикладання 
дислокації ( , )x yb b b=  в точці ( , 0)t  ( 0 t< < δ );

3) у вираз для ( , 0)y xσ  і ( , 0)xy xτ  замість 0 ( )y yσ  і 0 ( )xy yτ  підставляються (0, )b
y y−σ  і 

(0, )b
xy y−τ . Отриманий вираз необхідно скласти з виразом для напружень, що виникають 

вздовж осі x  за умови наявності дислокації b, та прирівняти до заданого напруження на 
лінії розташування тріщини.

Таким чином отримуються сингулярні інтегральні рівняння відносно похідної від роз-
криття; ці рівняння розв’язуються методом колокації [7].

Друга частина задачі (врахування зв’язаності напружень та розкриття) розв’язується 
ітеративним методом, запропонованим і проілюстрованим для тріщини у нескінченній ізо-
тропній площині [4, 6] та півплощині [5].

Напруження в ортотропній площині визначаються двома комплексними потенціалами:
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σ = μ Φ +μ Φ σ = Φ +Φ

τ = − μ Φ +μ Φ

де 1 1z x y= +μ , 2 2z x y= +μ . У випадку, коли напрямок осей ортотропії збігається з напрям-
ком координатних осей, зв’язок деформацій з напруженнями має форму

11 12 12 22 66, , ,x x y y x y xy xys s s s sε = σ + σ ε = σ + σ γ = τ

Рис. 1
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де характеристики піддатливості — 11 111/s E= , 12 12 11/s E= −ν , 22 221/s E= , 66 121/s G=  — 
задовольняють характеристичне рівняння
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причому випадок 2m k>  відповідає усім відомим композитам, внаслідок чого корені цього 
рівняння є уявними: 1 1iμ = β  і 2 2iμ = β  (вважатиме, що 1 20 < β < β ).

Дія зосередженої сили (X, Y), прикладеної до границі півплощини, в точці що відпо-
відає початку координат (рис. 1, б), описується за допомогою потенціалів
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Підставимо 0 ( )xX d= σ η η  та 0 ( )xyY d= τ η η  в (2), обираючи знаки відповідно до рис. 1, в, 
та проінтегруємо:
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При 0y =  отримаємо
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Напружений стан, обумовлений наявністю дислокації ( , )x yb b b=  в точці 0 0( , )x y  
(рис. 1, г), визначається потенціалами
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Напруження, обумовлені дією дислокації
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Напруження вздовж осей y та x, що виникають внаслідок наявності дислокації ( , )x yb b b=  
в точці ( , 0)t , запишемо у вигляді
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відповідно.
Підставляючи (0, )b

x−σ η  і (0, )b
xy−τ η  замість 0 ( )xσ η  і 0 ( )xyτ η  в (3) і інтегруючи, отримаємо
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Функцію h  також можна подати у формі
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Таким чином, ядро інтегрального рівняння, що дає розв’язок задачі, залежить від єдино-
го параметра ортотропії ς . Цей параметр можна подати через часто вживану в літературі 
характеристику ρ :

2 2
2

2

1
, 1,

2 21

m n
k k

ρ− ρ −
ς = ρ = = −

ρ+ ρ −
 (6)

вираз для ρ  через пружні модулі наведено в (1). Зазначимо, що цей модуль не зміниться, 
якщо напрямки головних осей ортотропії поміняти місцями.

Складаючи вирази для відповідних напружень в (4) і (5), отримаємо

1
( , 0) ( , ) , ( ,0) ( , ) ,y y xy x
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x K x t b x K x t b

L L
σ = − τ = −

π π
 (7)

1
( , ) ( , ).K x t h x t

t x
= −

−
 (8)

Замінюючи в (7) yb  і xb  на ( )t dtϕ  і ( )t dtψ  відповідно, інтегруючи і прирівнюючи 
отримані напруження ( , 0)y xσ  і ( , 0)xy xτ  до напружень на лінії розташування тріщини в 
тілі без тріщини ( )xσ  і ( )xτ , взятим зі знаком “ − ”, отримаємо сингулярні інтегральні 
рівняння

0 0

1
( , ) ( ) ( ), ( , ) ( ) ( ).

k
K x t t dt x K x t t dt x
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δ δ
ϕ = σ ψ = τ

π π∫ ∫  (9)

Хід розв’язання рівнянь (9) висвітлимо для першого рівняння.
Вертикальне розкриття берегів тріщини можна визначити у вигляді

( ) ( ) .
x

x t dt
δ

Δ = ϕ∫
Будемо використовувати метод колокації [5]. Невідому функцію ( )tϕ  знайдемо у вигля-

ді добутку вагової функції ( )w t , обраної за результатами [8], і кусково-лінійної функції ( )g t :
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Виконаємо в (9) заміну змінних t t ′= δ , x x′= δ  (0 , 1t x′ ′� � ), перепозначимо max( ) / ( )g t L′δ σ , 
( )t ′ω δ  і max( ) /x′σ δ σ  через ( )g t ′ , ( )t ′ω  і ( )x′σ  відповідно, а потім t ′  і x′  через t  і x  відпо-

відно. Перше рівняння в (9) набуде вигляду
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розкриття —
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Ліву частину в (10) подамо у вигляді
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Вибір щільності сітки за допомогою параметра N  здійснюється згідно з необхідною 
точністю обчислень.

Обидві складові (див. (12)) функції 1( )Q x  з (11) при 0x =  є сингулярними, але, вико-
ристовуючи асимптотичні властивості, покладемо

2
1

1
(0) ln .

1
Q

+ ς= ς
−ς

В правій границі інтервалу

1(1) 2 (1, 0).Q Q= − +

При обчисленні функції ( , )T x t  використано асимптотики

1 1ˆ ˆ( , ) 2 ( ), (1, ) 4 ( ).T t t w t T t w t− −= =

Обмеженість функцій 1( )Q x  та ( )kT x  забезпечує обмеженість ( )kJ x .
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Функції 1( )Q x  та ( , )T x t  для двох параметрів ортотропії 0,05ς =  (а) та 0,35ς =  (б) 
проілюстровані на рис. 2. Для малих значень ς  необхідно використовувати щільніше сітку. 
У всіх наведених нижче числових прикладах 50N = .

У функцій h  можна розділити пружні та геометричні характеристики, розклавши її 
за параметром ортотропії ς  ( 0 1< ς < ) в околі одиниці, яка відповідає випадку ізотропії 
матеріалу:

0
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k
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h x t h x t
∞

=
= −ρ∑  
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2 2

0 13

2 2 2 2

2 35 6

4
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t x

t x x t t x t x
h x t h x t

t x t x

− −= =
+

− −= =
+ +

Такий розклад є важливим, коли необхідно розділити пружні та геометричні параметри 
задачі, наприклад, при дослідженні повільного зростання тріщини за рахунок в’язкопружних 
властивостей композита [9].

КІН визначається наступним чином

1 0
2 ( 1) ( ),limI y

x
K x x

→ +
= πδ − σ

де напруження на лінії тріщини

1

0
( ) ( , ) ( ) ( ) .y x K x t t g t dt∞σ

σ = − ω
π ∫  (14)

Рис. 2 
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Тільки перший доданок в ( , )K x t  (див. (8)) дає сингулярність після інтегрування. Вра-
ховуючи, що

1

0

( ) 2 1
arctg ,

1 1

t
dt

t x x x

ω = −
− − −∫

отримаємо

( ) ,IK Y ∞= ρ σ πδ

де 2 nY g= , (1)ng g= , функція g  — розв’язок рівняння (10) при ( ) 1xσ = .
Перевіримо результати визначення КІН за допомогою запропонованої методики з відо-

мими в літературі результатами. Суцільна крива на рис. 3, а відповідає КІН, визначеному 
методикою даної роботи, квадратики — результати [1]. Зазначимо, що лише 16 з 84 наведе-
них в цій роботі значень характеристики Y  відповідають значенням параметра ортотропії ρ  
з інтервалу (1, 10). Поряд із аналогічною залежністю від параметра ρ  на рис. 3, б наведені 
значення Y  для декількох композитів з епоксидною матрицею і зазаначеними типами во-
локон з характеристиками ортотропії із таблиці [10, 11]. Інтерполяційні криві для Y  побу-
дуємо у дробово-раціональній формі:

№ Волокно E11 E22 G12 ν12 ς ρ κ κ2

1 E-glass 45 12 5,5 0,28 0,2730 1,968 3,502 6,781
2 Aramid 76 5,5 2,1 0,34 0,1059 4,776 3,526 13,11
3 Boron 210 19 4,8 0,25 0,0773 6,505 4,250 14,13
4 SM Carbon(PAN) 145 10 4,1 0,25 0,1106 4,578 3,423 13,04
5 UHM Carbon(PAN) 310 9 4,1 0,20 0,0785 6,407 3,178 18,65
6 UHM Carbon(pitch) 480 9 4,1 0,25 0,0629 7,981 3,137 22,91
7 S-glass 55 16 7,6 0,26 0,3010 1,811 3,438 6,458
8 Kevlar 80 5,5 2,1 0,31 0,1028 4,913 3,522 13,43
9 HMGraphite 230 6,6 4,8 0,25 0,1265 4,016 2,607 15,39

Рис. 3
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2

1,012 2,691
( ) , 1 10,

2,304

57,56 10,62
( ) , 0,05 1.

49,29 10,5

Y

Y

ρ+ρ = < ρ <
ρ+

ς +ρ = < ς <
ς + ς +

Розв’язок задачі в рамках моделі зони зчеплення дає інтегральне рівняння

0

1
( , ) ( ) ( ), 0 ,

( ) [ ( )] ( ), ( ) ( ) ,

( ) 0,
x

K x t t dt L x x

x T x H x x t dt

β

β
∞

ϕ = σ < < β
π

σ = σ − Δ − λ Δ = ϕ

Δ β =′

∫

∫  (15)

де ( )Tσ = Δ  — закон зчеплення–відриву; β  — вершина зони зчеплення, що визначається умо-
вою плавності змикання берегів (остання умова в (15)); H  — функція Гевісайда. Після пере-
ходу до безрозмірних змінних та заміни max( ) ( ) / ( )f t t L= ϕ β σ  перепишемо (15) у вигляді

1

0

1

1
( , ) ( ) [ ( )] ( / ), 0 1,

( ) ( ) ,
x

K x t f t dt T x H x x

x f t dt

∞= σ − Δ − λ β < <
π

δΔ = κ ⋅

∫

∫
де

22
2

max max maxmax

2
, , , ,

En
c

k c
∞

∞
ϕ σφκ = = = σ =

Δ σ σσ

φ— енергія руйнуванн; maxσ  — міцність зчепленн; δ  — довжина інтервалу, на якому роз-
в’язується задача ( δ > β );  — характерний розмір зчеплення, стала c  визначається фор-

Рис. 4
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мою закону зчеплення–відриву. Величина κ обчислена для композитів, характеристики 
яких наведені в таблиці, проілюстрована в цій самій таблиці разом з 2κ , яка відповідає ви-
падку, коли 11E  і 22E  міняються місцями.

На рис. 4 проілюстровано розв’язок задачі для трьох значень параметра k. Двома ін-
шими параметрами, в які входять пружні сталі, обрані  і n . Параметр ортотропії ρ , при-
сутній у виразі для ядра K , визначається через n  і k  згідно з (6). Хоча задача містить два 
незалежних пружних параметри, L  і ς , введення параметра  дозволяє об’єднати дві ха-
рактеристики тріщиностійкості maxσ  і φ. Точні (суцільні криві) та наближені розв’язки 
(пунктирні криві), відносні напруження σ , відриви Δ  і відповідні граничні рівні наван-
таження ∞σ , отримані за 0,1λ =  см, 1δ =  см, 2,3=  см, 2n = . Для побудови числових роз-
в’язків використано зв’язок між відносними зчепленням та відривом у поліноміальній фор-
мі 2( ) (1 2 )(1 )T Δ = + Δ −Δ . Наближений розв’язок відповідає врахуванню лише першого до-
данку в (13). Таким чином, розбіжність між точним і наближеним розв’язком ілюструє 
вплив параметра ς , який є єдиним параметром ортотропії, від якого залежить КІН.
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КРАЕВАЯ ТРЕЩИНА С ЗОНОЙ СЦЕПЛЕНИЯ 
В ОРТОТРОПНОМ ТЕЛЕ

В работе построены интегральные уравнения задачи о перемещении берегов краевой трещины в орто-
тропном теле и предложена методология их решения. Методология проиллюстрирована определением 
коэффициента интенсивности напряжений, для которого проведены сравнения с известными в литерату-
ре результатами. Построены интерполяционные рациональные функции для полученной зависимости ко-
эффициента интенсивности от параметра ортотропии. Задача о краевой трещине в ортотропной полуп-
лоскости также решена в рамках модели зоны сцепления с нелинейным законом сцепления–отрыва.

Ключевые слова: краевая трещина, трещина в ортотропном теле, коэффициент интенсивности напря-
жений, влияние ортотропии, модель зоны сцепления.
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AN EDGE CRACK WITH COHESIVE ZONE 
IN THE ORTHOTROPIC BODY

The integral equations for the problem on displacements of an edge crack in the orthotropic body and a tech-
nique of their solving are presented. The technique is exemplified by finding the stress intensity factor, which is 
compared with the results known from the literature. Fit rational functions are built for the obtained dependen-
ce of the stress intensity factor on the parameter of orthotropy. The problem on an edge crack in an orthotropic 
half-plane is also solved in the frame of a cohesive zone model with non-uniform traction—separation law.

Keywords: edge crack, crack in the orthotropic body, stress intensity factor, influence of orthotropy, cohesive zone 
model.




