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Обгрунтовано ефективнiсть поєднання непрямих методiв граничних та приграничних
елементiв з перетворенням Кiрхгофа для побудови чисельно-аналiтичного розв’язку не-
лiнiйних тривимiрних задач теплопровiдностi з урахуванням залежностi теплофiзич-
них коефiцiєнтiв вiд температури та iнтенсивностi внутрiшнiх джерел. З викорис-
танням iнтегральних зображень для перетворення Кiрхгофа побудовано дискретно-кон-
тинуальну модель задачi з мiшаними умовами першого, другого та третього роду.
Здiйснено низку обчислювальних експериментiв для експоненцiйної та степеневої за-
лежностi коефiцiєнта теплопровiдностi вiд температури.

Моделювання й оптимiзацiя теплових процесiв мають важливе значення для рiзних галузей
економiки i технiки, зокрема, в приладо- i машинобудуваннi при проектуваннi мiкроелект-
ронних пристроїв, при покриттi конструкцiй та обладнаннi вогнезахисними матерiалами.
Для бiльшостi вказаних матерiалiв їх теплофiзичнi характеристики залежать вiд темпе-
ратури внаслiдок дiї внутрiшнiх i зовнiшнiх теплових факторiв. Математичнi моделi, що
враховують вплив температури на цi характеристики (термочутливiсть), приводять до не-
лiнiйних крайових задач математичної фiзики, при розв’язуваннi яких застосовують аналi-
тичнi, аналiтично-чисельнi та чисельнi методи, як правило, для тiл канонiчної форми [1–5].
Одним з пiдходiв, до розв’язання таких задач є видiлення оператора, що характеризує
вплив нелiнiйностi, i застосування до нього iтерацiйних методiв з використання дискрети-
зацiї областi нелiнiйностi [6]. Iнший, бiльш ефективний, шлях розв’язування двовимiрних
стацiонарних задач полягає у використаннi перетворення Кiрхгофа, яке зводить нелiнiйне
рiвняння до лiнiйного [1–4, 7].

Математичне моделювання температурних полiв у просторових термочутливих об’єктах
усуває необхiднiсть проведення тестово-експериментальних випробувань для прогнозування
їх мiцностi й надiйностi та потребує розвитку вiдомих i розробки нових обчислювальних
методiв знаходження теплових полiв в областях неканонiчної форми та проведення на цiй
базi грунтовних наукових дослiджень.
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Формулювання задачi та її часткова лiнеаризацiя за допомогою перетворення
Кiрхгофа. Розглянемо плоску однозв’язну однорiдну область Ω ⊂ R3 з простим замкнутим
краєм Γ. Коефiцiєнт теплопровiдностi λ(θ) матерiалу об’єкта та коефiцiєнт тепловiддачi
з його межi α(θ) є неперервними функцiями вiд шуканої температури θ(x) [1–3]:

λ(θ) = λ0(1 + λ0(θ)S+(θ − θλ)χθ), α(θ) = α0(1 + α0(θ)S+(θ − θλ)χθ), (1)

де χθ — характеристична функцiя багатозв’язної областi Ωθ, в якiй θ > min(θλ, θα), S+(z) =
= 1 при z > 0, S+(z) = 0 при z 6 0, x = (x1, x2, x3).

На частинах ∂Ωs ⊂ Γ (s = 1, 2, 3),
3⋃
s=1

∂Ωs = Γ межi тiла задано, вiдповiдно, поведiнку

температурного поля, теплового потоку та конвективний теплообмiн iз зовнiшнiм середови-
щем, температура якого θc(x). Всерединi областi Ω дiє джерело тепла iнтенсивнiстю ψ(x).

Для визначення стацiонарного температурного поля в Ω маємо нелiнiйне рiвняння [1]

3∑

j=1

∂

∂xj

(
λ(θ)

∂θ(x)

∂xj

)
= −ψ(x)χψ, x ∈ Ω ⊂ R3, (2)

граничнi умови першого, другого та третього роду

θ(x) = θΓ(x), x ∈ ∂Ω1, −λ(θ) ∂θ(x)
∂n(x)

= qΓ(x), x ∈ ∂Ω2,

α(θ)θ(x)− λ(θ)
∂θ(x)

∂n(x)
= α(θ)θc(x), x ∈ ∂Ω3.

(3)

Тут n(x) = (n1(x), n2(x), n3(x)) — зовнiшня однозначно визначена нормаль до Γ; ψ(x) —
iнтенсивнiсть джерел, якi дiють в Ωψ ⊂ Ω; χψ — характеристична функцiя областi Ωψ,
тобто χψ = 1 при x ∈ χψ, χψ = 0 при x 6∈ χψ.

Пiсля введення прямого та оберненого перетворення Кiрхгофа

ϑ(x) = K(θ(m)(x)) =
1

λ0

θ(x)∫

θ(0)

λ(ζ) dζ, K−1(ϑ(x)) = θ(x) (4)

для знаходження ϑ(x) одержимо частково лiнеаризовану задачу:

∆ϑ(x) = −ψ(x)χψ , x ∈ Ω, (5)

ϑ(x) = K(θΓ(x)), x ∈ ∂Ω1, −∂ϑ(x)
∂n(x)

= qΓ(x), x ∈ ∂Ω2,

−∂ϑ(x)
∂n(x)

+ α(K−1(ϑ))K−1(ϑ) = α(K−1(ϑ))θc(x), x ∈ ∂Ω3,

(6)

де ∆ =
3∑

i=1

∂2

∂x2i
— оператор Лапласа; θ(0) — характеристична температура.

Ми бачимо, що перетворення Кiрхгофа лiнеаризує вихiдне рiвняння (2) та граничну
умову другого роду (3), гранична умова першого роду залишається лiнiйною, а гранична
умова третього роду (3) — нелiнiйною.
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Побудова iнтегральних зображень розв’язкiв лiнеаризованого рiвняння та
дискретно-континуальної моделi. Застосовуємо непрямi методи граничних та пригра-
ничних елементiв [8, 5]. Введемо на межi Γ областi Ω та у зовнiшнiй приграничнiй до неї
смузi G = B \Ω товщиною h (Ω ⊂ B ⊂ R3, Γ

⋂
∂B = ⊘, ∂B — межа розширеної областi B)

фiктивнi джерела тепла невiдомої iнтенсивностi ϕ(Γ)(x), ϕ(G)(x). Внаслiдок цього опишемо
шукану функцiю замiсть (5) рiвнянням

∆ϑ(γ)(x) = −ϕ(γ)(x)χγ − ψ(x), x ∈ R3, γ ∈ {Γ, G}, (7)

де χγ(x) — характеристична функцiя γ, тобто χγ(x) = 1 при x ∈ γ, χγ(x) = 0 при x 6∈ γ. Тодi
iнтегральнi зображення перетворення Кiрхгофа як розв’язку рiвнянь (7) та його похiдної
за нормаллю мають вигляд:

ϑ(γ)(x) = F γ(x,U) + Fψ(x,U), −∂ϑ
(γ)(x)

∂n(x)
= F γ(x,Q), (8)

де

F γ(x,Φ) =

∫

γ

Φ(x, ξ)ϕ(γ)(ξ) dγ(ξ); Fψ(x,Φ) =

∫

Ωψ

Φ(x, ξ)ψ(ξ) dΩψ(ξ);

U(x, ξ) — фундаментальний розв’язок оператора Лапласа, який точно задовольняє рiвняння
(5) в Ω, ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) ∈ R3,

Q(x, ξ) = −
3∑

j=1

Qj(x, ξ)nj(x), Qj(x, ξ) =
∂U(x, ξ)

∂xj
.

Спрямувавши в (8) x з середини областi Ω до зовнiшньої межi Γ для задоволення
умов (3), одержимо граничнi iнтегральнi рiвняння (ГIР), якi зв’язують невiдомi ϕ(γ)(ξ)
з заданими на зовнiшнiй межi функцiями:

F γ(x,U) = K(θΓ(x))− Fψ(x,U), x ∈ ∂Ω1,

F γ(x,Q) = qΓ(x)− Fψ(x,Q), x ∈ ∂Ω2,

α(K−1(F γ(x,U) + Fψ(x,U))K−1(F γ(x,U) + Fψ(x,U)) + F γ(x,Q)) =

= α(K−1(F γ(x,U) + Fψ(x,U))θc(x)− Fψ(x,Q)), x ∈ ∂Ω3.

(9)

Для знаходження розв’язкiв системи (9) здiйснимо просторову дискретизацiю. Дискре-
тизуємо область G та межу Γ на приграничнi Gν та граничнi Γν (ν = 1, . . . , V ) елементи
i апроксимуємо невiдомi функцiї ϕ(G)(ξ), ϕ(Γ)(ξ) в них константами dGν , dΓν . При цьому

mesGν = l,
V⋃
ν=1

Gν = G,
V1⋃
ν=1

(∂Gν
⋂

Γ) = ∂Ω1,
V2⋃

ν=V1+1

(∂Gν
⋂

Γ) = ∂Ω2,
V⋃

ν=V2+1

(∂Gν
⋂

Γ) =

= ∂Ω3, Gν
⋂
Gω = ⊘, Γkν

⋂
Γkω = ⊘ при, ν 6= ω,

V⋃
ν=1

Γν = Γ,
V1⋃
ν=1

Γν = ∂Ω1,
V2⋃

ν=V1+1
Γν = ∂Ω2,

V1⋃
ν=V2+1

Γν = ∂Ω3. Зрозумiло, що кожен граничний елемент повинен повнiстю належати однiй
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з дiлянок ∂Ωs (s = 1, 2, 3), якi дискретизовано вiдповiдно на V1, K2, K3 елементiв, при цьо-
му нумерацiя елементiв починається з першої дiлянки i продовжується на наступних, тобто
V2 = V1 + K2, V = V1 + K2 + K3.

Пiсля просторової дискретизацiї одержимо систему нелiнiйних алгебраїчних рiвнянь
(СНЛАР). Для її розв’язування застосуємо модифiкований метод Ньютона [9]. Суть мо-
дифiкацiї полягає в тому, що на кожному кроцi методу не потрiбно обчислювати матрицю,
обернену до матрицi Якобi, у вiдповiднiй точцi, натомiсть використовується одна й та ж
обернена матриця, обчислена у початковiй точцi. Як початкове наближення розв’язуємо
задачу з граничною умовою першого роду, що приводить до СЛАР на першому кроцi [7],
яку розв’язуємо методом Гауса–Жордана.

Одержанi розв’язки СНЛАР d(γK) використаємо для знаходження змiнної Кiрхгофа та
похiдної вiд неї за нормаллю:

ϑ(γ)(x) =

V∑

ν=1

Aγν(x,U)dγKν + Fψ(x,U), −∂ϑ
(γ)(x)

∂n(x)
=

V∑

ν=1

Aγν(x,Q)dγKν + Fψ(x,Q), (10)

де Aγν(x,Φ) =
∫
γν

Φ(x, ξ) dγν(ξ). Iнтеграли AGν (x,U), AGν (x,Q), AΓ
ν (x,U) при ξ = x мiстять

усувну особливiсть, а Aγν(x,Q) обчисленi в сенсi Кошi.
Далi за допомогою оберненого перетворення Кiрхгофа (4) та (10) знайдемо шуканi тем-

пературу та тепловий потiк за формулами:

θ(γ)(x) = K−1(ϑ(γ)(x)), −λ(θ(γ))∂θ
(γ)(x)

∂n(x)
= −∂ϑ

(γ)(x)

∂n(x)
.

Числовi дослiдження. Розглянуто однорiдний iзотропний паралелепiпед, вiднесений
до декартової системи координат x1, x2, x3, який займає область Ω = {(x1, x2, x3) : a1 <
< x1 < a2, b1 < x2 < b2, c1 < x3 < c2} з межею Γ =

6⋃
j=1

Γ(j), де Γ(1), Γ(2) — лiва, права, Γ(3),

Γ(4) — нижня, верхня, Γ(5), Γ(6) — задня, передня гранi паралелепiпеда; a1 = −1; a2 = 1;
b1 = −1; b2 = 1; c1 = −1; c2 = 1; h = 0,01.

За допомогою непрямого методу приграничних елементiв знайдено розподiли теплового
поля з експоненцiйною та степеневою залежнiстю коефiцiєнта теплопровiдностi вiд темпе-
ратури

λ(θ) = λ0 exp

(
βλ
θ − θ

(0)
exp

θ
(0)
exp

)
, λ(θ) = λ0

(
1 + βλ

θ − θ
(0)
pow

θ
(0)
pow

)nλ
, nλ = 2,

при λ0 = 1, θ(0)exp = 200, θ(0)pow = 10, для задачi з крайовою умовою першого роду

θΓ(x)exp = 400 + 10x3, θΓ(x)pow = 100 + x3, x ∈ Γ, (11)

та при θ(0)pow = 2 зi змiшаними крайовими умовами першого та третього роду (3)

θΓ(x) = 3 + x3, x ∈ Γ(i), i = 3, 6,

θc(x) = 2, α(θ) = 1, x ∈ Γ(j), j = 1, 2,

за вiдсутностi внутрiшнiх джерел. Частину отриманих результатiв обчислень наведено на
рис. 1.
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Рис. 1. Розподiл температурного поля всерединi об’єкта на площинi x2 = 0,5 для V = 36 з експоненцiйною (а)
та квадратичною (б ) залежнiстю при рiзних βλ з крайовими умовами (11) вiдповiдно
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Результати чисельних дослiджень показали ефективнiсть непрямого методу пригранич-
них елементiв (НМПГЕ), оскiльки при знаходженнi змiнної Кiрхгофа вiн дозволив при по-
будовi дискретно-континуальних моделей обмежитися тiльки числовим iнтегруванням вна-
слiдок послаблення сингулярностi (порiвняно з непрямим методом граничних елементiв)
граничних iнтегральних рiвнянь та iстотно пiдвищити точнiсть пiд час обчислення шука-
них величин поблизу i на межi тiла (при використаннi однакової кiлькостi елементiв дис-
кретизацiї та однакового ступеня апроксимацiї невiдомих iнтенсивностей фiктивних джерел
постiйними). Особливостi розв’язування за допомогою НМПГЕ тривимiрних стацiонарних
задач теплопровiдностi порiвняно з двовимiрними в основному проявились у розмiрностi та
формi приграничних елементiв i у фундаментальному розв’язку рiвняння Лапласа.

Таким чином, для математичного моделювання та дослiдження тривимiрних стацiо-
нарних теплових полiв запропоновано чисельно-аналiтичний пiдхiд, який грунтується на
спiльному використаннi НМПГЕ, перетвореннi Кiрхгофа та модифiкованому методi Нью-
тона i дає можливiсть визначати температуру i тепловий потiк у термочутливих об’єктах
довiльної форми. Застосування при цьому нелiнiйних моделей та поєднання рiзних методiв
при знаходженнi розв’язкiв сформульованих на їх основi задач дозволяє використати пере-
ваги вказаних методiв та оптимiзувати процес обчислень. Модульний принцип програмної
реалiзацiї цього пiдходу унiфiкує розробку його складових i сприяє пiдвищенню унiвер-
сальностi й гнучкостi побудованої математичної моделi щодо розв’язування подiбних задач
у кусково-однорiдних тiлах.
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Л.М. Журавчак, Б. Е. Грицько, О. С. Крук

Численно-аналитический подход к расчету тепловых полей с учетом
термочувствительности материала среды и смешанных граничных
условий

Обоснована эффективность сочетания непрямых методов граничных и приграничных эле-
ментов с преобразованием Кирхгофа для построения численно-аналитического решения не-
линейных трехмерных задач теплопроводности с учетом зависимости теплофизических
коэффициентов от температуры и интенсивности внутренних источников. С использова-
нием интегральных представлений для преобразования Кирхгофа построена дискретно-кон-
тинуальная модель задачи с граничными условиями первого, второго и третьего рода. Осу-
ществлен ряд вычислительных экспериментов для экспоненциальной и степенной зависи-
мости коэффициента теплопроводности от температуры.

L.M. Zhuravchak, B. E. Hrytsko, O. S. Kruk

A numerical-analytical approach to the calculation of thermal fields
with regard for the thermosensibility of the material of a medium and
mixed boundary conditions

We reasoned the efficiency of a combination of the indirect methods of boundary and near-boundary
elements with the Kirchhoff transformation to construct a numerical-analytical solution of nonli-
near three-dimensional heat conduction problems. We consider some dependence of thermophysical
coefficients on the temperature and the intensity of internal sources. We built a discrete-conti-
nual model for problems with boundary conditions of the first, second, and third kinds using
integral representations for the Kirchhoff transformation. The results of computation experiments
are presented for the exponential and power-law dependences of the thermal conductivity on the
temperature.
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