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Предложен подход к решению задач механики разрушения композитных материалов
о межфазных трещинах, зародившихся в угловых точках кусочно-однородного тела.
Данный подход позволяет перейти от исходной задачи к задаче теории упругости для
клиновидного тела с межфазной трещиной в вершине и условием на бесконечности,
учитывающим влияние внешнего поля.

Задачи механики разрушения композитных материалов о межфазных трещинах в кусоч-
но-однородных телах исследовались многими авторами. При этом с применением различ-
ных методов рассматривались как статические, так и динамические задачи. Достаточно
подробно изучены открытые межфазные трещины [1–7] и трещины с контактирующими
берегами [8–11]. Предполагалось, что граница раздела сред является гладкой, прежде все-
го, прямолинейной. Однако именно вблизи угловых точек негладкой границы раздела сред,
представляющих собой остроконечные концентраторы напряжений, следует ожидать раз-
рыва сплошности и зарождения исходящих из них трещин в первую очередь. Особенно
опасна зародившаяся в угловой точке границы раздела сред неустойчивая трещина, так
как после достижения состояния предельного равновесия режим ее развития будет дина-
мическим.

Поскольку длина зародившихся трещин значительно меньше размера тел, точность ре-
шения соответствующих задач теории упругости об определении коэффициентов интен-
сивности напряжений численными методами снижается. В такой ситуации актуальным
представляется использование подхода, широко применяемого в механике квазихрупкого
разрушения для определения маломасштабных зон предразрушения вблизи концов тре-
щин, в основе которого лежит разложение рассматриваемой задачи (задача в целом) на
внешнюю и внутреннюю задачи. Это позволяет осуществить переход от исходной зада-
чи к задаче о полубесконечной прямолинейной трещине с зоной предразрушения в конце,
в которой на бесконечности ставится дополнительное условие нагружения, определяемое из
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Рис. 1

решения чисто упругой задачи (постановка задачи о тонкой структуре конца трещины [12]).
В результате решения данной задачи устанавливается связь между размером зоны пред-
разрушения и коэффициентом интенсивности напряжений в конце трещины.

Ниже указанный подход применяется при рассмотрении задачи о предельном равнове-
сии кусочно-однородного упругого тела с трещинами, зародившимися в угловой точке.

В рамках плоской (плоская деформация) статической симметричной задачи рассмотрим
кусочно-однородное изотропное упругое тело с границей раздела сред в форме сторон угла
(рис. 1). На границе тела заданы произвольные краевые условия.

В силу общих положений о поведении напряжений вблизи угловых точек упругих тел [13]
угловая точка границы раздела сред O является остроконечным концентратором напряже-
ний со степенной особенностью и при r → 0 главные члены разложений напряжений в асим-
птотические ряды представляют собой решение однородной задачи теории упругости для
кусочно-однородной плоскости с границей раздела сред в форме сторон угла (задача А), по-
рождаемое единственным на интервале ]−1; 0[ корнем λ ее характеристического уравнения

∆(−x− 1) = 0, ∆(z) = δ0(z) + δ1(z)e + δ2(z)e
2,

δ0(z) = (sin 2zα + z sin 2α)[κ1 sin 2z(π − α) + z sin 2α],

δ1(z) = (1 + κ1)(1 + κ2) sin
2 zπ − (sin 2zα+ z sin 2α)[κ1 sin 2z(π − α) + z sin 2α]−

− [sin 2z(π − α)− z sin 2α](κ2 sin 2zα− z sin 2α),

δ2(z) = [sin 2z(π − α)− z sin 2α](κ2 sin 2zα− z sin 2α),

e =
1 + ν2
1 + ν1

e0, e0 =
E1

E2
, κ1,2 = 3− 4ν1,2

(1)

(E1,2 — модули Юнга; ν1,2 — коэффициенты Пуассона). В частности,

σθ(r, 0) = Cgrλ + o(rλ) (r → 0),

g = g′ cos λα+ g′′ cos(λ+ 2)α,

g′ = [(λ+ 2)e− λ− 2][(λ + 2) cos λ(π − α) sin(λ+ 2)(π − α)−
− λ sinλ(π − α) cos(λ+ 2)(π − α)] cos(λ+ 2)α cos(λ+ 2)(π − α) +

+ (1 + κ1)(λ+ 2)[cos(λ+ 2)α sin(λ+ 2)(π − α) +

+ sin(λ+ 2)α cos(λ+ 2)(π − α)] cos λ(π − α) cos(λ+ 2)(π − α),

g′′ = [(κ2 − λ− 1)e+ λ+ 2][(λ+ 2) cos λ(π − α) sin(λ+ 2)(π − α)−
− λ sinλ(π − α) cos(λ+ 2)(π − α)] cos λα cos(λ+ 2)(π − α)−
− (1 + κ1)[(λ+ 2) cos λα sin(λ+ 2)(π − α) + λ sinλα cos(λ+ 2)(π − α)]×
× cos λ(π − α) cos(λ+ 2)(π − α).

(2)
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Рис. 2

Рис. 3

Постоянная C должна определяться из решения каждой конкретной задачи теории упру-
гости, представленной на рис. 1.

Предположим, что Cg < 0. Тогда, согласно (2), σθ(r, 0) → −∞ при r → 0 и на границе
раздела сред вблизи угловой точки нормальные напряжения будут сжимающими. В этом
случае вследствие высокой концентрации напряжений в угловой точке возможно зарожде-
ние исходящих из нее межфазных трещин с полностью контактирующими берегами, длина
которых в значительной степени меньше размеров тела. Считаем, что трение между бере-
гами трещин отсутствует.

Задачу о зародившихся трещинах — задачу в целом (рис. 2) разложим на внешнюю
и внутреннюю. Внешняя задача представлена на рис. 1, внутренняя — плоская статичес-
кая симметричная задача теории упругости для кусочно-однородной изотропной плоскос-
ти с границей раздела сред в форме сторон угла, содержащей трещины конечной длины,
исходящие из угловой точки и расположенные на этой границе, — на рис. 3. Условие на бес-
конечности во внутренней задаче сформулируем следующим образом: при r → ∞ главные
члены разложений напряжений в асимптотические ряды совпадают с главными членами
разложений напряжений в асимптотические ряды во внешней задачи при r → 0 и представ-
ляют собой решение задачи А, о котором говорилось выше. Такая формулировка условия на
бесконечности позволяет удовлетворить условию сшивания решений внешней и внутренней
задач при r, значительно больших l, но значительно меньших, чем размеры тела. Други-
ми словами, во внутренней задаче (см. рис. 3) на бесконечности реализуется асимптотика,
представляющая собой решение аналогичной задачи без трещин, порождаемое единствен-
ным на интервале ]−1; 0[ корнем λ ее характеристического уравнения (1). Произвольная
постоянная C, входящая в указанное решение, считается заданной. Она характеризует ин-
тенсивность внешнего поля и должна определяться из решения каждой конкретной внеш-
ней задачи.

С учетом симметрии граничные условия задачи (см. рис. 3) запишем так:

θ = π − α, τrθ = 0, uθ = 0; θ = −α, τrθ = 0, uθ = 0; (3)

θ = 0, 〈σθ〉 = 〈τrθ〉 = 0, 〈uθ〉 = 0;

θ = 0, r < l, τrθ = 0; θ = 0, r > l, 〈ur〉 = 0; (4)

θ = 0, r → ∞, τrθ = Cg1r
λ + o

(
1

r

)
. (5)

Здесь −α 6 θ 6 π − α; 〈a〉 — скачок a; для g1 имеет место выражение, подобное g.
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Рис. 4

На основе решения задачи теории упругости с граничными условиями (3)–(5) опреде-
ляется коэффициент интенсивности напряжений KII в конце O′ трещины и изучается воп-
рос о предельном равновесии тела с межфазными трещинами (исследуется равновесие тре-
щин на устойчивость, устанавливается условие их страгивания, анализируется поведение
напряжений вблизи угловой точки).

Одной из возможных внешних задач по отношению к задаче в целом является задача
теории упругости для кусочно-однородной плоскости с негладкой границей раздела сред,
содержащей внутреннюю полубесконечную трещину (рис. 4). Берега трещины находятся
под действием нормального давления, распределенного по закону F/r2, r > L (F — заданная
положительная постоянная, имеющая размерность силы).

Граничные условия задачи таковы:

θ = α, 〈σθ〉 = 〈τrθ〉 = 0, 〈uθ〉 = 〈ur〉 = 0; (6)

θ = 0, τrθ = 0; θ = π, τrθ = 0, uθ = 0;

θ = 0, r < L, uθ = 0; θ = 0, r > L, σθ = −F

r2
. (7)

Из решения задачи с граничными условиями (6), (7) определяется постоянная C.
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О.Л. Кiпнiс

Про пiдхiд до розв’язання задач про мiжфазнi трiщини,
що зародилися в кутових точках кусково-однорiдного тiла

Запропоновано пiдхiд до розв’язання задач механiки руйнування композитних матерiалiв
про мiжфазнi трiщини, що зародилися в кутових точках кусково-однорiдного тiла. Даний
пiдхiд дозволяє перейти вiд вихiдної задачi до задачi теорiї пружностi для клиноподiбного
тiла з мiжфазною трiщиною у вершинi та умовою на нескiнченностi, яка враховує вплив
зовнiшнього поля.

A.L. Kipnis

On an approach to solving the problems of interface cracks originated at
the corner points of a piecewise homogeneous body

An approach to solving the problems of fracture mechanics of composite materials as for the
interface cracks that originated at the corner points of a piecewise homogeneous body is proposed.
This approach allows one to go from the original problem to a problem of elasticity theory for a
wedge-shaped body with the interface crack at the vertex and the condition at infinity that takes the
influence of an external field into account.
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