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Для деяких класiв гiльбертових просторiв узагальненої гладкостi встановлено теорему
про коректну розв’язнiсть параболiчних мiшаних задач для систем Петровського з одно-
рiдними початковими даними Кошi. Регулярнiсть функцiй, що утворюють цi простори,
характеризується парою числових параметрiв i функцiональним параметром, повiльно
змiнним на нескiнченностi за Карамата. Встановлено теорему про локальне пiдвищен-
ня регулярностi розв’язку задачi. Отримано новi достатнi умови неперервностi уза-
гальнених похiдних (заданого порядку) розв’язку.

Останнiм часом функцiональнi простори узагальненої гладкостi знаходять важливi засто-
сування в теорiї диференцiальних рiвнянь iз частинними похiдними [1–4]. На вiдмiну вiд
класичних просторiв Гельдера, Соболєва i Нiкольського–Бєсова, для просторiв узагальненої
гладкостi показником регулярностi належних ним функцiй служить не числовий, а функ-
цiональний параметр, залежний вiд частотних змiнних. Останнiй дає можливiсть бiльш
тонко охарактеризувати регулярнiсть функцiй, виходячи з поведiнки на нескiнченностi їх
перетворення Фур’є.

Недавно В.А. Михайлець i О.О. Мурач [4, 5] побудували теорiю розв’язностi загаль-
них елiптичних рiвнянь i елiптичних крайових задач у гiльбертових шкалах просторiв
Hs,ϕ := Hµ, для яких показником регулярностi є функцiя вигляду µ(ξ) := (1+ |ξ|2)s/2ϕ((1+
+ |ξ|2)1/2). Тут числовий параметр s дiйсний, а функцiональний параметр ϕ повiльно змiн-
ний на нескiнченностi за Й. Карамата. Простiр Hµ на R

n складається з усiх повiльно зро-
стаючих розподiлiв w ∈ S ′(Rn) таких, що добуток їх перетворення Фур’є на функцiю µ
є квадратично iнтегровним на R

n. Для загальної вагової функцiї µ цей простiр був введе-
ний i дослiджений Л. Хермандером [6] i Л. Р. Волєвiчем, Б. П. Панеяхом [7].

У цiй роботi дано застосування просторiв Hµ у теорiї параболiчних диференцiальних
рiвнянь. Для параболiчних за Петровським систем [8, с. 100] буде доведена теорема про
коректну розв’язнiсть мiшаної (тобто початково-крайової) задачi в класi гiльбертових анi-
зотропних просторiв Хермандера Hs,s/(2b),ϕ, де параметри s i ϕ є такими самими, як i
в згаданiй елiптичнiй теорiї. Ми обмежуємося важливим випадком [9], коли початковi данi
Кошi є нульовими. Як застосування цього результату буде встановлена теорема про ло-
кальну регулярнiсть розв’язкiв розглянутої задачi та будуть отриманi новi достатнi умови
неперервностi узагальнених частинних похiдних (заданого порядку) розв’язкiв. Цi резуль-
тати доповнюють вiдомi теореми М.С. Аграновiча, М. I. Вiшика [10], М.В. Житарашу,
С.Д. Ейдельмана [11] i В.А. Солоннiкова [9, 12] про характер розв’язностi в просторах
Соболєва мiшаних задач для параболiчних систем.

Вiдзначимо, що у випадку одного параболiчного рiвняння коректна розв’язнiсть мiшаної
задачi в просторах Hs,s/(2b),ϕ доведена в роботах О.О. Мурача i автора [13, 14].
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1. Постановка задачi. Нехай довiльно заданi цiле число n > 2, дiйсне число τ > 0
i обмежена область G ⊂ R

n з нескiнченно гладкою межею Γ := ∂G. Розглянемо в цилiндрi
Ω := G × (0, τ), де S := Γ × (0, τ) — його бiчна поверхня, початково-крайову параболiч-
ну за Петровським задачу для системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь з нульовими
початковими даними:

N∑

k=1

Aj,k(x, t,Dx, ∂t)uk(x, t) = fj(x, t) в Ω для всiх j ∈ {1, . . . , N}, (1)

N∑

k=1

Bj,k(x, t,Dx, ∂t)uk(x, t)
∣∣
S
= gj(x, t) при x ∈ Γ, 0 < t < τ,

для всiх j ∈ {1, . . . ,m},

(2)

∂rt uk(x, t)
∣∣
t=0

= 0 при x ∈ G для всiх k ∈ {1, . . . , N}, r ∈ {0, . . . ,κk − 1}. (3)

Тут лiнiйнi диференцiальнi вирази мають вигляд

Aj,k(x, t,Dx, ∂t) :=
∑

|α|+2bβ62bκk

aα,βj,k (x, t)D
α
x∂

β
t , (4)

Bj,k(x, t,Dx, ∂t) :=





∑

|α|+2bβ6lj+2bκk

bα,βj,k (x, t)D
α
x∂

β
t , якщо lj + 2bκk > 0,

0, якщо lj + 2bκk < 0,

(5)

для всiх припустимих значень iндексiв j, k. У цiй задачi ми довiльним чином вибрали на-
туральнi числа N > 2, b i κ1, . . . ,κN , поклали m := b(κ1 + · · · + κN ) i вибрали ще m
цiлих чисел l1, . . . , lm. Число 2b називається параболiчною вагою даної задачi. Всi коефi-
цiєнти диференцiальних виразiв Aj,k та Bj,k є нескiнченно гладкими комплекснозначними
функцiями: aα,βj,k ∈ C∞(Ω) i bα,βj,k ∈ C∞(S), де Ω := G × [0, τ ], S := Γ × [0, τ ].

У формулах (4) i (5) використано такi позначення частинних похiдних: Dα
x :=

= Dα1

1 · · ·Dαn
n ,Dk := i∂/∂xk та ∂t := ∂/∂t. Тут x = (x1, . . . , xn) є довiльною точкою простору

R
n, а α = (α1, . . . , αn) — мультиiндексом i |α| := α1+ · · ·+αn. Пiдсумовування здiйснюється

за цiлими iндексами α1, . . . , αn, β > 0, що задовольняють умови, зазначенi пiд знаком суми.
Запишемо головнi символи диференцiальних операторiв (4) i (5):

A
(0)
j,k(x, t, ξ, p) :=

∑

|α|+2bβ=2bκk

aα,βj,k (x, t)ξ
αpβ,

B
(0)
j,k (x, t, ξ, p) =:





∑

|α|+2bβ=lj+2bκk

bα,βj,k (x, t)ξ
αpβ, якщо lj + 2bκk > 0,

0, якщо lj + 2bκk < 0.

Цi символи є однорiдними полiномами за сукупнiстю аргументiв ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ C
n i p ∈ C

(як завжди, ξα := ξα1

1 . . . ξαn
n ). Утворимо матрицi

A(0)(x, t, ξ, p) := (A
(0)
j,k(x, t, ξ, p))

N
j,k=1, B(0)(x, t, ξ, p) := (B

(0)
j,k (x, t, ξ, p))j=1,...,m

k=1,...,N
.
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Нагадаємо [12, розд. 1, § 1], що початково-крайова задача (1)–(3) називається параболiчною
за Петровським у цилiндрi Ω, якщо виконуються такi три умови:

Умова 1. Для довiльно вибраних точок x ∈ G, t ∈ [0, τ ] i вектора ξ ∈ R
n усi коренi мно-

гочлена detA(0)(x, t, ξ, p) за змiнною p ∈ C задовольняють нерiвностi Re p(x, t, ξ) 6 −δ|ξ|2b
зi сталою δ > 0, яка не залежить вiд x, t i ξ.

Умова 2. У системi (1) кожне рiвняння з номером j ∈ {1, . . . , N} розв’язуване вiдносно
похiдної ∂κj

t uj i не мiстить жодної похiдної вигляду ∂κk
t uk, де k 6= j. Тому можна вва-

жати, що a
(0,0,...,0),κk

j,k (x, t) ≡ δj,k для довiльних j, k ∈ {1, . . . , N}; тут δj,k — символ Кро-
некера.

Нехай число δ1 ∈ (0, δ), де δ — стала з умови 1. Виберемо довiльним чином точки x ∈ Γ,
t ∈ [0, τ ], вектор ξ ∈ R

n, дотичний до межi Γ у точцi x, i число p ∈ C такi, що Rep > −δ1|ξ|2b
i |ξ|+ |p| > 0. Нехай ν(x) є орт внутрiшньої нормалi до межi Γ у точцi x. З умови 1 випливає,
що многочлен detA(0)(x, t, ξ + ζν(x), p) змiнної ζ ∈ C має точно m коренiв ζ+j (x, t, ξ, p), j =
= 1, . . . ,m, з додатною уявною частиною та решту m коренiв з вiд’ємною уявною частиною
(з урахуванням їх кратностi).

Умова 3. Для деякого числа δ1 ∈ (0, δ) та при кожному зазначеному вище виборi пара-
метрiв x, t, ξ i p рядки матрицi

B(0)(x, t, ξ + ζν(x), p) · Ã(0)(x, t, ξ + ζν(x), p)

є лiнiйно незалежними за модулем многочлена
m∏
j=1

(ζ − ζ+j (x, t, ξ, p)). Тут Ã(0) — транспоно-

вана матриця алгебраїчних доповнень елементiв матрицi A(0).
Зауважимо, що умови 1 i 2 є умовами (рiвномiрної) 2b-параболiчностi за I. Г. Петров-

ським [8, с. 100] системи (1) у замкнутому цилiндрi Ω, а умова 3 говорить про те, що
система крайових умов (2) накриває параболiчну систему (1) на бiчнiй поверхнi S цього
цилiндра.

2. Простори узагальненої гладкостi та уточнена шкала. Введемо функцiональнi
простори, в яких вивчається параболiчна задача (1)–(3). Властивостi регулярностi функ-
цiй/розподiлiв, що утворюють цi простори, характеризуються двома дiйсними числови-
ми параметрами i функцiональним параметром. Останнiй пробiгає нижчевказану множи-
ну M.

За означенням, множина M складається з усiх вимiрних за Борелем функцiй ϕ : [1,∞) →
→ (0,∞), якi задовольняють такi двi умови:

а) обидвi функцiї ϕ i 1/ϕ обмеженi на кожному вiдрiзку [1, b], де 1 < b < ∞;
б) функцiя ϕ є повiльно змiнною за Карамата на нескiнченностi, тобто ϕ(λr)/ϕ(r) → 1

при r → ∞ для кожного λ > 0.
Теорiя повiльно змiнних функцiй (на нескiнченностi) викладена, наприклад, у моногра-

фiї [15]. Їх важливим прикладом є функцiї вигляду

ϕ(r) := (log r)θ1(log log r)θ2 · · · (log · · · log︸ ︷︷ ︸
k разiв

r)θk при r ≫ 1,

де k ∈ N та θ1, θ2, . . . , θk ∈ R є довiльними параметрами.
Нехай s ∈ R, ϕ ∈ M та γ := 1/(2b). За означенням, комплексний лiнiйний простiр

Hs,sγ,ϕ(Rn+1) складається з усiх повiльно зростаючих розподiлiв w ∈ S ′(Rn+1) таких, що
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їх (повне) перетворення Фур’є w̃ є функцiєю, яка локально iнтегровна на R
n+1 за Лебегом

i задовольняє умову

‖w‖Hs,sγ,ϕ(Rn+1) :=

( ∫

Rn+1

r2sγ (ξ, η)ϕ2(rγ(ξ, η))|w̃(ξ, η)|2dξdη
)1/2

<∞. (6)

Тут i далi rγ(ξ, η) := (1+ |ξ|2+ |η|2γ)1/2 для довiльних ξ ∈ R
n i η ∈ R. Цей простiр надiлений

гiльбертовою нормою (6). Вiн є окремим випадком гiльбертових просторiв узагальненої
гладкостi B2,µ = Hµ, введених та дослiджених Л. Хермандером [6, п. 2.2] i Л. Р. Волєвiчем,
Б.П. Панеяхом [7, § 2]. У нас µ(ξ, η) ≡ rsγ(ξ, η)ϕ(rγ (ξ, η)).

Якщо ϕ(r) ≡ 1, то Hs,sγ,ϕ(Rn+1) =: Hs,sγ(Rn+1) стає анiзотропним простором Соболєва
порядку (s, sγ). Для довiльного ϕ ∈ M виконуються неперервнi i щiльнi вкладення

Hs1,s1γ(Rn+1) →֒ Hs,sγ,ϕ(Rn+1) →֒ Hs0,s0γ(Rn+1) за умови s0 < s < s1.

Як бачимо, функцiональний параметр ϕ задає додаткову регулярнiсть розподiлiв стосовно
основної (степеневої) регулярностi, що задана парою чисел (s, sγ). Так, якщо ϕ(r) → ∞
(або ϕ(r) → 0), коли r → ∞, то простiр Hs,sγ,ϕ(Rn+1) вужчий (вiдповiдно, ширший) за
соболєвський простiр Hs,sγ(Rn+1). Коротко кажучи, параметр ϕ уточнює основну гладкiсть
(s, sγ).

З огляду на це клас гiльбертових функцiональних просторiв

{Hs,sγ,ϕ(Rn+1) : s ∈ R, ϕ ∈ M}

називаємо уточненою анiзотропною соболєвською шкалою на R
n+1; для неї γ є параметром

анiзотропiї.
Використовуючи цю шкалу, введемо функцiональнi простори, в яких розглядаємо роз-

в’язок задачi (1)–(3) та правi частини системи (1). Як i ранiше, s ∈ R i ϕ ∈ M. Покладемо

Hs,sγ,ϕ
+ (Ω) := {w ↾ Ω: w ∈ Hs,sγ,ϕ(Rn+1), w(x1, . . . , xn, t) ≡ 0 при t < 0}, (7)

‖u‖Hs,sγ,ϕ
+ (Ω) := inf{‖w‖Hs,sγ,ϕ(Rn+1) : w ∈ Hs,sγ,ϕ(Rn+1), w(x, t) ≡ 0

при t < 0, w = u в Ω}, u ∈ Hs,sγ,ϕ
+ (Ω). (8)

Лiнiйний простiр Hs,sγ,ϕ
+ (Ω) гiльбертiв i сепарабельний вiдносно норми (8).

Простори, до яких належать правi частини gj граничних умов (2), означимо на бiчнiй
поверхнi S = Γ×(0, τ) цилiндра Ω за допомогою локальних координат. Нехай s > 0 i ϕ ∈ M.
Попередньо для вiдкритої смуги Π := R

n−1 × (0, τ) означимо гiльбертiв простiр Hs,sγ,ϕ
+ (Π)

за формулами (7) i (8), замiнивши у них Ω на Π i n на n− 1. Довiльно виберемо скiнченний
атлас iз C∞-структури на замкненому многовидi Γ. Нехай цей атлас утворений локальними
картами θj : Rn−1 ↔ Γj , де j = 1, . . . , λ. Тут вiдкритi множини Γ1, . . . ,Γλ складають покрит-
тя многовиду Γ. Крiм цього, довiльно виберемо функцiї χj ∈ C∞(Γ), j = 1, . . . , λ, такi, що

suppχj ⊂ Γj i
λ∑
j=1

χj ≡ 1 на Γ.

За означенням, лiнiйний простiр Hs,sγ,ϕ
+ (S) складається з усiх розподiлiв v ∈ D′(S)

на многовидi S таких, що для кожного номера j ∈ {1, . . . , λ} розподiл vj(x, t) :=
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= χj(θj(x))v(θj(x), t) аргументiв x ∈ Γ i t ∈ (0, τ) належить до Hs,sγ,ϕ
+ (Π). У просторi

Hs,sγ,ϕ
+ (S) задана норма за формулою

‖v‖Hs,sγ,ϕ
+ (S) :=

(
λ∑

j=1

‖vj‖2Hs,sγ,ϕ
+ (Π)

)1/2

.

Вiн є гiльбертовим i сепарабельним вiдносно цiєї норми та не залежить (з точнiстю до
еквiвалентностi норм) вiд зазначеного вибору атласу i розбиття одиницi на Γ.

Якщо ϕ ≡ 1, то всi введенi вище простори стають анiзотропними просторами Соболєва.
У цьому випадку опускаємо iндекс ϕ у позначеннях просторiв.

3. Основнi результати. Запишемо систему (1) i граничнi умови (2) у матричнiй фор-
мi — Au = f i Bu|S = g; тут i далi

A := (Aj,k(x, t,Dx, ∂t))
N
j,k=1, B := (Bj,k(x, t,Dx, ∂t))j=1,...,m

k=1,...,N
—

матричнi диференцiальнi оператори, а u, f та g є комплекснозначнi вектор-функцiї.
Пов’яжемо з початково-крайовою задачею (1)–(3) лiнiйне вiдображення

(C∞
+ (Ω))N ∋ u 7→ (Au,Bu) ∈ (C∞

+ (Ω))N × (C∞
+ (S))m. (9)

Тут

C∞
+ (Ω) := {w ↾ Ω: w ∈ C∞(Rn+1), suppw ⊆ R

n × [0,∞)},

C∞
+ (S) := {h ↾ S : h ∈ C∞(Γ× R), supph ⊆ Γ× [0,∞)}.

Це вiдображення встановлює взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж просторами (C∞
+ (Ω))N

i (C∞
+ (Ω))N × (C∞

+ (S))m.
Позначимо через σ0 найменше цiле число, яке задовольняє умови

σ0 > 0, σ0 > lj + 1 для всiх j ∈ {1, . . . ,m}, σ0
2b

∈ Z.

Теорема 1. Нехай довiльно вибранi дiйсне число σ > σ0 i функцiональний параметр
ϕ ∈ M. Тодi вiдображення (9) продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до iзо-
морфiзму

(A,B) : Gσ,σ/(2b),ϕ+ (Ω) :=

N⊕

k=1

H
σ+2bκk ,(σ+2bκk)/(2b),ϕ
+ (Ω) ↔

↔ (H
σ,σ/(2b),ϕ
+ (Ω))N ⊕

m⊕

j=1

H
σ−lj−1/2,(σ−lj−1/2)/(2b),ϕ
+ (S) =: Hσ,σ/(2b),ϕ

+ (Ω, S). (10)

Якщо ϕ ≡ 1, то iзоморфiзм (10) дiє у парах анiзотропних просторiв Соболєва. У цiй си-
туацiї теорема 1 встановлена В.О. Солоннiковим [9, теорема 1.2] у припущеннi, що σ/(2b) ∈
∈ Z. Його результат охоплює i граничний випадок σ = σ0. З результату М.В. Житарашу
i С.Д. Ейдельмана [11, теорема 5.7] випливає, що припущення σ/(2b) ∈ Z можна прибрати.
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З теореми Солоннiкова випливає, що кожному вектору (f, g) ∈ Hσ0,σ0/(2b)
+ (Ω, S) вiдпо-

вiдає єдиний прообраз u ∈ Gσ0,σ0/(2b)+ (Ω) при вiдображеннi (10). Цей прообраз називаємо
(узагальненим) розв’язком параболiчної задачi (1)–(3). Дослiдимо його локальну регуляр-
нiсть в уточненiй соболєвськiй шкалi.

Нехай U — вiдкрита пiдмножина простору R
n+1, ω := U∩Ω 6= ∅, γ1 := U∩∂Ω, γ0 := U∩S.

Введемо локальнi аналоги просторiв Hs,sγ,ϕ
+ (Ω) i Hs,sγ,ϕ

+ (S), де s > 0 i ϕ ∈ M. Позначимо
через Hs,sγ,ϕ

+,loc (ω, γ1) лiнiйний простiр усiх розподiлiв u ∈ D′(Ω) в областi Ω таких, що χu ∈
∈ Hs,sγ,ϕ

+ (Ω) для кожної функцiї χ ∈ C∞(Ω) iз suppχ ⊂ ω∪γ1. Аналогiчно, позначимо через
Hs,sγ,ϕ

+,loc (γ0) лiнiйний простiр усiх розподiлiв v ∈ D′(S) на S таких, що χv ∈ Hs,sγ,ϕ
+ (S) для

кожної функцiї χ ∈ C∞(S) iз suppχ ⊂ γ0.

Теорема 2. Нехай вектор-функцiя u ∈ Gσ0,σ0/(2b)+ (Ω) є розв’язком задачi (1)–(3). При-
пустимо, що для деяких параметрiв σ > σ0 i ϕ ∈ M правi частини цiєї задачi задоволь-
няють умови

fj ∈ H
σ,σ/(2b),ϕ
+,loc (ω, γ1) для всiх j ∈ {1, . . . , N},

gj ∈ H
σ−lj−1/2,(σ−lj−1/2)/(2b),ϕ
+,loc (γ0) для всiх j ∈ {1, . . . ,m}.

Тодi uk ∈ H
σ+2bκk ,(σ+2bκk)/(2b),ϕ
+,loc (ω, γ1) для всiх k ∈ {1, . . . , N}.

Якщо ω = Ω i γ1 = ∂Ω (тодi γ0 = S), то за теоремою 2 регулярнiсть розв’язку пiдви-
щується глобально, тобто в усьому цилiндрi Ω аж до його межi. У випадку, коли γ1 = ∅,
ця теорема стверджує, що регулярнiсть розв’язку пiдвищується в околах внутрiшнiх точок
замкненої областi Ω.

Використання уточненої соболєвської шкали дозволяє отримати тонкi достатнi умови
неперервностi узагальнених частинних похiдних (заданого порядку) розв’язку розглянутої
задачi.

Теорема 3. Нехай довiльно вибранi цiлi числа q > 0 та k ∈ {1, . . . , N}. Припусти-

мо, що вектор-функцiя u ∈ Gσ0,σ0/(2b)+ (Ω) є розв’язком задачi (1)–(3), правi частини якої
задовольняють умови

fj ∈ H
s−2bκk,(s−2bκk)/(2b),ϕ
+,loc (ω, γ1) для всiх j ∈ {1, . . . , N}, (11)

gj ∈ H
s−2bκk−lj−1/2,(s−2bκk−lj−1/2)/(2b),ϕ
+,loc (γ0) для всiх j ∈ {1, . . . ,m}, (12)

де s := 2bq + b+ n/2 > σ0 + 2bκk, а функцiональний параметр ϕ ∈ M такий, що

∞∫

1

dt

tϕ2(t)
<∞.

Тодi компонента uk(x, t) розв’язку та її узагальненi частиннi похiднi Dα
x∂

β
t uk(x, t), для

яких |α| + 2bβ 6 2bq, всi є неперервними на множинi ω
⋃
γ1.

Щодо цiєї теореми зауважимо, що якщо сформулювати її аналог для соболєвської шкали
(випадок ϕ ≡ 1), то доведеться замiнити умову теореми на бiльш сильну: для правих частин
задачi виконуються включення (11) i (12) для деякого числа s > 2bq + b + n/2. Це робить
результат суттєво бiльш грубим.
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4. Обгрунтування результатiв. Теорема 1 виводиться з теореми Солоннiкова [9, тео-
рема 1.2] методом iнтерполяцiї з функцiональним параметром пар гiльбертових просторiв,
зокрема, анiзотропних просторiв Соболєва. Означення i властивостi такої iнтерполяцiї на-
веденi, наприклад, у монографiї [4, пп. 1.1, 2.4.2].

Опишемо коротко доведення теореми 1. Виберемо число σ1 > σ таке, що σ1/(2b) ∈
∈ Z. На пiдставi згаданої теореми Солоннiкова маємо iзоморфiзми (10), де ϕ ≡ 1 i σ ∈
∈ {σ0, σ1}. Означимо iнтерполяцiйний функцiональний параметр ψ за формулами ψ(r) :=
= r(σ−σ0)/(σ1−σ0)ϕ(r1/(σ1−σ0)) для r > 1 та ψ(r) := ϕ(1) для 0 < r < 1. Застосувавши
iнтерполяцiю з параметром ψ до просторiв, у яких дiють цi iзоморфiзми, отримаємо ще
один iзоморфiзм

(A,B) :

N⊕

k=1

[H
σ0+2bκk ,(σ0+2bκk)/(2b)
+ (Ω),H

σ1+2bκk ,(σ1+2bκk)/(2b)
+ (Ω)]ψ ↔

↔ ([H
σ0,σ0/(2b)
+ (Ω),H

σ1,σ1/(2b)
+ (Ω)]ψ)

N ⊕

⊕
m⊕

j=1

[H
σ0−lj−1/2,(σ0−lj−1/2)/(2b)
+ (S),H

σ1−lj−1/2,(σ1−lj−1/2)/(2b)
+ (S)]ψ .

Тут вираз [E1, E2]ψ означає гiльбертiв простiр, що утворився в результатi iнтерполяцiї з па-
раметром ψ пари гiльбертових просторiв E1 та E2.

Для завершення доведення теореми 1 залишається показати, що iнтерполяцiйнi про-
стори, у яких дiє останнiй iзоморфiзм, збiгаються (з точнiстю до еквiвалентностi норм)
з вiдповiдними просторами, записаними у формулi (10). Базова рiвнiсть

[Hσ0,σ0/(2b)(Rn+1),Hσ1,σ1/(2b)(Rn+1)]ψ = Hσ,σ/(2b),ϕ(Rn+1)

безпосередньо перевiряється на пiдставi означення iнтерполяцiї. Звiдси виводяться необхiднi
iнтерполяцiйнi формули за допомогою загальних методiв iнтерполяцiї просторiв, заданих
у евклiдових областях та на многовидах (див., наприклад, [4, пп. 2.1.2, 3.2]). У випадку,
коли Ω є прямокутником, вiдповiднi доведення наведенi в [13, п. 5].

Теорема 2 у випадку глобальної регулярностi, тобто коли ω = Ω i γ1 = ∂Ω, є прямим
наслiдком теореми 1. У загальнiй ситуацiї вона зводиться до цього випадку за допомогою
таких мiркувань. Виберемо довiльно функцiю χ ∈ C∞(Ω) таку, що suppχ ⊆ ω ∪ γ1. Пере-
ставивши мiсцями диференцiальний оператор (A,B) i оператор множення на функцiю χ,
запишемо рiвнiсть (A,B)(χu) = χ(f, g)+(A′, B′)u, де A′ i B′ — деякi матричнi диференцiаль-
нi оператори, усi елементи яких мають нижчi порядки, нiж вiдповiднi елементи матричних
операторiв A i B. Тому, за умовою теореми,

(A,B)(χu) ∈ Hσ,σ/(2b),ϕ
+ (Ω, S) +Hσ0+1,(σ0+1)/(2b)

+ (Ω, S).

Тепер, якщо σ < σ0 +1, то остання (алгебраїчна) сума дорiвнює першому її доданку i тому

χu ∈ Gσ,σ/(2b),ϕ+ (Ω), звiдки отримаємо висновок з теореми 2 з огляду на довiльнiсть вказаного
вибору функцiї χ. Загальний випадок, коли σ0 + r − 1 6 σ < σ0 + r для деякого номера
r > 1, доводиться за допомогою аналогiчних мiркувань iндукцiєю за r.

Теорема 3 випливає з теореми 2, за якою uk ∈ H
s,s/(2b),ϕ
+,loc (Ω, γ1), та деякої версiї теореми

вкладання Л. Хермандера [6, теорема 2.2.7]. Згiдно з цiєю версiєю, будь-яка функцiя uk ∈
∈ H

s,s/(2b),ϕ
+,loc (Ω, γ1), де параметри s i ϕ задовольняють умову теореми 3, має властивостi

гладкостi, сформульованi у висновку з цiєї теореми.
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Автор висловлює вдячнiсть О.О. Мурачу за обговорення результатiв та допомогу у пiдго-
товцi роботи до друку.

1. Paneah B. The oblique derivative problem. The Poincaré problem. – Berlin: Wiley-VCH, 2000. – 348 p.
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В.Н. Лось

Параболические смешанные задачи для систем Петровского
в пространствах обобщенной гладкости

Для некоторых классов гильбертовых пространств обобщенной гладкости установлена тео-
рема о корректной разрешимости параболических смешанных задач для систем Петровского
с однородными начальными данными Коши. Регулярность функций, образующих эти про-
странства, характеризуется парой числовых параметров и функциональным параметром,
медленно меняющимся на бесконечности по Карамата. Установлена теорема о локальном
повышении регулярности решения задачи. Получены новые достаточные условия непрерыв-
ности обобщенных производных (заданного порядка) решения.
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V.N. Los

Parabolic mixed problems for Petrovskii systems in spaces of
generalized smoothness

For some classes of Hilbert spaces of generalized smoothness, we prove a theorem on the well-
posedness of parabolic initial-boundary-value problems for Petrovskii systems with zero Cauchy
data. The regularity of functions that form these spaces is characterized by a couple of number
parameters and a functional parameter. The latter varies regularly at infinity in Karamata’s sense.
We prove a theorem on a local increase in the regularity of solutions to the problem. We obtain
new sufficient conditions, under which the generalized derivatives (of a prescribed order) of the
solutions should be continuous.
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