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Запропоновано монотонний iтерацiйний метод пошуку цiни гри для розв’язування за-
дачi комбiнаторної оптимiзацiї iгрового типу на переставленнях з обмеженнями на
стратегiї одного гравця. Монотонний iтерацiйний метод дає змогу швидко отримати
значення цiни гри iз заданою точнiстю та оптимальну стратегiю першого гравця, при-
чому кiлькiсть крокiв методу слабко залежить вiд вимiрностi задачi.

У роботах [1–4] започатковано дослiдження задач комбiнаторної оптимiзацiї iгрового ти-
пу та вивчено задачi комбiнаторної оптимiзацiї iгрового типу на переставленнях (ЗКОIТП)
з обмеженнями на стратегiї одного гравця. В [4] запропоновано iтерацiйний алгоритм розв’я-
зання даного класу задач. При його виконаннi генерується послiдовнiсть наближених зна-
чень цiни гри, що прямують до точного її значення. Наближенi значення можуть бути
i бiльшими, i меншими за розв’язок. Як зазначено у [5], при таких iтерацiйних схемах мо-
жуть повiльно сходитися одержанi послiдовностi, тому вбачається доцiльним розробити
метод для ЗКОIТП, який давав би монотонну послiдовнiсть наближення до цiни гри.

Виклад проведених при цьому дослiджень i складає змiст даної роботи.
Постановка задачi. Нехай P x

i — елемент мультимножини P x = {P x
1 , P

x
2 , . . . , P

x
m}, що

складається з m дiйсних чисел, серед яких v рiзних. Позначимо її основу S(P x), а первинну

специфiкацiю — [P x] = (η1, . . . , ηv). Нехай 0 6 P x
i 6 1, i ∈ Jm = {1, 2, . . . ,m},

m∑
i=1

P x
i = 1.

Тут i далi Jm — множина M перших натуральних чисел. Позначимо X = (x1, x2, . . . , xm) —
вектор-переставлення, елемент xi — ймовiрнiсть застосування стратегiї i — належить P x,
xi ∈ P x, а сам вектор X — множинi E(

mνP
x) m-переставлень з лементiв мультимножини

P x, тобто X = (x1, x2, . . . , xm) ∈ Emν(P
x). Очевидно, що

m∑
i=1

xi = 1. Гра полягає в тому,

що перший гравець обирає стратегiю-векторX = (x1, x2, . . . , xm) ∈ Emv(P
x), а другий —

стратегiю-число j ∈ Jn. Цi стратегiї назвемо чистими. При цьому другий гравець платить
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першому платежi a′1j , . . . , a
′
mj з ймовiрностями x1, . . . , xm, де a′ij — заданi дiйснi числа ∀ i ∈

∈ Jm ∀ j ∈ Jn.
ПозначимоA′ матрицю з елементами a′ij. Середнiй платiж (математичне сподiвання)

другого гравця першому (при виборi стратегiї xi = (x1i, . . . , xmi) ∈ Emv(P
x) i стратегiї

j ∈ Jn вiдповiдно першим та другим гравцям, i ∈ Jm!) виражається функцiєю

F (xi, j) =
m∑

t=1

a′tjxit = aij , (1)

де k = |EMv(P
x)| =M !/(η1!, . . . , ηv !). Перший гравець прагне максимiзувати виграш, а дру-

гий — мiнiмiзувати програш.
Розглянемо математичну модель цiєї задачi [2]. Модель: знайти стратегiї гравцiв X∗

i j∗, а саме:

X∗ = arg max
X∈Emv(Px)

(min
j∈Jn

F (X, j)); j∗ = arg min
j∈Jn

( max
X∈Emv(Px)

F (X, j)),

де функцiя F (X, j) має вигляд (1). Якщо

min
j∈Jn

max
X∈Emv(Px)

F (X, j) = max
X∈Emv(Px)

min
j∈Jn

F (X, j) = F (X∗, j∗), (2)

то, очевидно, задача розв’язана: цiна гри υ = F (X∗, j∗), X∗, j∗ — оптимальнi чистi стратегiї
гравцiв, що дають сiдлову точку гри (X∗, j∗).

Якщо (2) не виконується, то, очевидно, що використання кожним з грацiв його фiксова-
ної чистої стратегiї дозволяє iншому отримувати переваги. Тобто кожен з гравцiв для того
щоб при багатократному повтореннi гри досягти своєї мети, повинен застосувати свої чистi
стратегiї з певною частотою (ймовiрнiстю).

У цьому випадку для пошуку оптимальних стратегiй введемо поняття мiшаних стратегiй
в такiй грi. Позначимо

Sk =

{
p = (p1, p2, . . . , pk),

k∑

i=1

pi = 1, pi > 0

}
;

Sn =

{
q = (q1, . . . , qn),

n∑

j=1

qj = 1, qj > 0

}
.

Мiшаною стратегiєю першого гравця є елемент p ∈ Sk. Це вектор p = (p1, p2, . . . , pk), де

pi > 0,
k∑

i=1
pi = 1. У наведених формулах k — кiлькiсть елементiв в EMv(P

x). Аналогiчно,

мiшаною стратегiєю гравця 2 є елемент q ∈ Sn. Тобто вектор q = (q1, . . . , qn), такий, що

qj > 0,
n∑

j=1
qj = 1.

Числа pi, qj є ймовiрностями застосування стратегiй xi ∈ EMv(P
x) першого та j ∈ Jn

другого гравцiв вiдповiдно.
Якщо перший гравець застосовує свою мiшану стратегiю p = (p1, . . . , pk), а другий —

q = (q1, . . . , qn), то очiкуваною платою другого гравця першому є величина F (p, q) — ма-
тематичне сподiвання випадкової величини, яка реалiзується при одночасному настаннi
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випадкових подiй: вибiр стратегiї xi першим гравцем та вибiр стратегiї j — другим. Ця
випадкова величина набуває значення aij ∀ i ∈ Jk, ∀ j ∈ Jn з ймовiрнiстю piqj. Отже

F (p, q) =

n∑

j=1

k∑

i=1

m∑

t=1

a′tjxitpiqj =

n∑

j=1

k∑

i=1

aijpiqj, (3)

де pi — ймовiрнiсть вибору xi = (xi1, . . . , xim), а qj — ймовiрнiсть виборуj.
Природно, що очiкуваний програш другого гравця також обчислюється за формулою

(3), оскiльки гра є грою з нульовою сумою.
Неважко бачити, що перший гравець може забезпечити собi виграш не мен-

ше max
p∈Sk

min
q∈Sn

n∑
j=1

k∑
i=1

aijpiqj, а другий — може забезпечити собi програш не бiльше

min
p∈Sk

max
q∈Sn

n∑
j=1

k∑
i=1

aijpiqj. Якщо(p∗, q∗) — сiдлова точка функцiї F (p, q), що визначається (3),

тобто виконуються нерiвностi, то p∗, q∗ називають оптимальними мiшаними стратегiями
першого та другого гравцiв вiдповiдно. У цьому випадку, як вiдомо, υ = F (p∗, q∗) =
= min

q∈Sn

max
p∈Sk

F (X,Y ) = max
p∈Sk

min
q∈Sn

F (p, q). При цьому будемо казати, що ЗКОIТП має розв’язок

у мiшаних стратегiях, а F (p∗, q∗) — цiна гри.
Алгоритм монотонного iтерацiйного методу. Для розв’язування ЗКОIТП з обме-

женнями на стратегiї одного гравця пропонується монотонний iтерацiйний метод (МIМ)
пошуку цiни гри, який грунтується на iдеях монотонного методу (ММ) для розв’язування
матричних iгрових задач iз [5]. У роботi [5] зазначено, що ММ дає змогу швидко отримати
значення цiни гри iз заданою точнiстю та оптимальну стратегiю першого гравця, причому
кiлькiсть крокiв методу слабко залежить вiд вимiрностi задачi.

Опишемо МIМ як iтерацiйний процес, який дозволяє знайти υ — цiну гри ΓA, що задана
матрицею A′ = (a′ij) вимiрностi m × n та множиною переставлень Emν(P

x) — стратегiями
першого гравця.

На нульовому кроцi перший гравець обирає довiльне переставлення x0 =
= (x1, x2, . . . , xm) ∈ Emν(P

x), γ0 = (0, 0, . . . , 0, 1, . . . , 0), де одиниця стоїть на мiсцi номера x0

в Emν(P
x). Визначається допомiжний вектор c0 як вектор скалярних добуткiв стовпцiв мат-

рицi A′ та вектора-переставлення x0, тобто c0j =
e∑

i=1

m∑
t=1

γNa′tjxit, ∀ j ∈ Jn, c0 = (c01, . . . , c
0
n),

γi — ймовiрнiсть використання переставлення xi.
Крок 1. Встановлюємо початковий номер iтерацiї N , що дорiвнює 1, N = 1.
Крок 2. Визначаємо vN−1 = min

j∈Jn
cN−1
j та позначаємо JN = {jN−1

1 , . . . , jN−1
γ } множину

iндексiв, на яких досягається vN−1, тобто JN = Arg min
j∈Jn

cN−1
j .

Крок 3. Формуємо матричну гру ΓN ⊂ ΓA як пiдгру гри ΓA з матрицею AN = (aNij ),
де i = Jm, j ∈ JN .

Крок 4. На основi ΓN сформуємо матричну l×γ (l > γ) гру з матрицею BN . Для цього
визначимо (за теоремою 3.1 з [6]) множину EN переставлень xN , кожне з яких достав-
ляє максимальне на множинi переставлень Emν(P

x) значення скалярного добутку стовпцiв
матрицi AN та переставлень з Emν(P

x). Якщо переставлень, якi для певного стовпця мат-
рицi AN дають максимальне значення, декiлька, то обираємо в EN всi такi переставлення,
EN ⊂ Emν(P

x). Кiлькiсть переставлень в EN при цьому позначимо l. Величина l може
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бути в межах вiд одного дo m! (в гiршому випадку, коли a′ij = const ∀ i ∈ Jm). Зi значень
скалярних добуткiв стовпцiв матрицi AN та переставлення з xN утворюємо матричну гру

з матрицеюBN = (bij)
j=1,γ

i=1,l
, де bij =

m∑
t=1

aN
tj
xN

it
i ∈ Jl, j ∈ JN , xi = (xNi1 , . . . , x

N
im) ∈ EN

(i ∈ Jl). Зауважимо, що l = γ, якщо кожне максимальне значення скалярних добуткiв
стовпцiв з AN та xN ∈ Emν(P

x) досягається тiльки на одному переставленнi. Вiдзначимо,
що, згiдно з теоремою 3 з [5], ймовiрнiсть того, що γ > 3, дорiвнює нулю.

Крок 5. Розв’язуємо гру з матрицею BN . Визначаємо γ̃N = (γ̃N1 , . . . , γ̃
N
l ) — ймовiр-

нiсть переставлень x̃N = (x̃N1 , . . . , x̃
N
m), що вiдповiдають рядкам матрицi BN з оптимальною

стратегiєю.

Крок 6. Визначаємо вектор c̃N = (c̃N1 , . . . , c̃
N
n ) за формулою: c̃Nj =

l∑
i=1

m∑
t=1

γ̃Ni x̃
N
it a

′
tj , ∀ j ∈

∈ Jn.

Крок 7. Розглянемо гру з матрицею вимiрностi 2 × n:
(
cN−1
1 , . . . , cN−1

n

c̃N1 , . . . , c̃Nn

)
.

Знайдемо оптимальну стратегiю (αN , 1−αN ), 0 6 αN 6 1 першого гравця в цiй грi. При
цьому αN = argmax

α
min
j

((1 − α)cN−1
j + αc̃Nj ).

Крок 8. Якщо αN = 0, то зупинка алгоритму з цiною гри vN−1, iнакше — перехiд на
наступний крок алгоритму.

Крок 9. Обчислюємо значення вектора γN = (γN1 , . . . , γ
N
l ) за такою формулою: γN =

= (1 − αN )γN−1 + αN γ̃
N .

Крок 10. Визначаємо компоненти вектора cN = (cN1 , . . . , c
N
n ) за формулою cN = (1 −

− αN )cN−1 + αN c̃
N .

Крок 11. Збiльшуємо номер N iтерацiї на 1, переходимо на крок 2 алгоритму.
Таким чином, у роботi запропоновано монотонний iтерацiйний метод пошуку цiни гри

для розв’язування ЗКОIТП з комбiнаторними обмеженнями на стратегiї одного гравця.
Запропонований метод грунтується на iдеях монотонного методу для розв’язування мат-
ричних iгрових задач i дає змогу швидко отримати значення цiни гри iз заданою точнiстю та
оптимальну стратегiю першого гравця, причому кiлькiсть крокiв методу слабко залежить
вiд вимiрностi задачi.
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О.А. Емец, Е.В. Ольховская

Монотонный итерационный метод для решения задач
комбинаторной оптимизации игрового типа на перестановках

Предложен монотонный итерационный метод поиска цены игры для решения задачи ком-
бинаторной оптимизации игрового типа на перестановках с ограничениями на стратегии
одного игрока. Монотонный итерационный метод позволяет быстро получить значение це-
ны игры с заданной точностью и оптимальную стратегию первого игрока, при этом коли-
чество шагов метода слабо зависит от размерности задачи.

O.O. Iemets, E.V. Olkhovskaya

A monotone iterative method for solving the combinatorial game-type
optimization problems on permutations

A monotone iterative method of searching for the game price for solving the combinatorial game-
type optimization problems on permutations with restrictions on the strategy of one player is
proposed. The monotonous iterative method allows one to quickly get the price value for a game
with the specified accuracy and the optimal strategy for the first player. Moreover, the number of
steps of the method weakly depends on the dimension of the problem.
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