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За допомогою лiнiйної теорiї в’язкопружностi побудовано визначальнi рiвняння для за-
лежних вiд часу положень кiнцiв рiзних за довжиною колiнеарних трiщин нормального
вiдриву в ортотропнiй композитнiй пластинi за умов плоского напруженого стану.
Визначальнi рiвняння являють собою систему iнтегральних рiвнянь та нерiвностей.
Числовi приклади кiнетичних кривих наведено для двох початкових вiдстаней мiж трi-
щинами. Для розглянутої задачi швидкостi поширення кiнцiв трiщини рiзняться.

Вивченню поширення iзольованої трiщини внаслiдок повзучостi матерiалу присвячена знач-
на кiлькiсть публiкацiй [1]. На практицi не менш важливим є ще один тип довготривалого
руйнування, коли в процесi повiльного пiдростання трiщин докритичної довжини вiдбу-
вається їх об’єднання в єдину магiстральну трiщину, яка може мати критичну довжину
або продовжити докритичне поширення та злиття з iншими дрiбними трiщинами. Цей тип
руйнування можна вiднести до багатоосередкового руйнування, проблеми якого широко
обговорювалися на мiжнароднiй конференцiї ICF-8 у зв’язку з руйнуванням виготовлених
з полiмерних композитних матерiалiв елементiв конструкцiй лiтакiв.

В однiй з перших публiкацiй щодо цiєї проблеми [2] дослiджено злиття двох колiнеарних
напiвнескiнченних трiщин в iзотропнiй в’язкопружнiй пластинi. Як висновок зазначено, що
руйнування перемички може вiдбуватися за одним з двох механiзмiв: критичне злиття (роз-
криття у вершинi трiщини (COD) близьке до свого критичного значення) та докритичне
злиття, пiд час якого iстотно зростає швидкiсть поширення трiщин. Кiнетика злиття трi-
щин описана в роботi одним iнтегральним рiвнянням для знаходження напiввiдстанi мiж
трiщинами як функцiї часу.

У роботi [3] постановку було ускладнено скiнченнiстю трiщин, що зливаються; вивча-
лося злиття та поширення в зовнiшнi боки двох колiнеарних трiщин однакової довжини
в iзотропнiй пластинi. Отримано такi результати: для високих рiвнiв зовнiшнього наванта-
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Рис. 1

ження i при малих початкових вiдстанях мiж сусiднiми вершинами трiщини зливаються до
початку зростання у зовнiшнi боки; при збiльшеннi початкової вiдстанi момент часу почат-
ку поширення у зовнiшнi боки наближається до тривалостi iнкубацiйного перiоду, а момент
часу злиття трiщин — до тривалостi усього докритичного зростання (при достатньому по-
чатковому вiддаленнi кожна з трiщин зростатиме в обидва боки, причому момент злиття
буде вiдповiдати закiнченню докритичного поширення). Положення кiнцiв трiщин як функ-
цiй часу описано в роботi системою iнтегрального рiвняння та нерiвностi (при поширеннi
тiльки внутрiшнiх кiнцiв) та двох iнтегральних рiвнянь (при поширеннi кожної з трiщин
в обидва боки).

У данiй роботi дослiджується докритичне злиття та поширення системи двох колiнеар-
них трiщин рiзної довжини в ортотропнiй в’язкопружнiй пластинi, виготовленiй з компо-
зитного матерiалу.

Кiнетика злиття та поширення трiщин описана в роботi системою чотирьох iнтеграль-
них рiвнянь i нерiвностей для знаходження положення кiнцiв трiщин як функцiй часу;
визначальнi спiввiдношення розв’язанi чисельним методом. Розраховано кiнетичнi кривi
зростання двох колiнеарних трiщин у в’язкопружнiй пластинi пiд дiєю зовнiшнього на-
вантаження, прикладеного на значнiй вiдстанi вiд трiщин у напрямку нормалi до лiнiї їх
розташування.

Рiвняння поширення двох колiнеарних трiщин. Знайдемо розв’язок задачi про
перемiщення берегiв системи двох трiщин рiзної довжини у нескiнченнiй лiнiйно пружнiй
ортотропнiй пластинi в рамках моделi, що включає зони передруйнування на продовженнi
трiщини. Рiвень зовнiшнього навантаження розглядатимемо таким, що дозволяє викорис-
товувати концепцiю тонкої структури [4].

Узагальнений закон Гука для головних напрямкiв x i y ортотропної пластини подамо
у виглядi

εx = a11σx + a12σy; εy = −a12σx + a22σy; γxy = a66τxy, (1)

де aij — модулi податливостi матерiалу пластини (a11 = 1/E11, a22 = 1/E22, a12 = −ν21/E11,
a16 = 1/G12).

Нехай у пластинi вздовж прямої, що збiгається з одним iз головних напрямкiв, роз-
ташована система двох трiщин рiзної довжини (рис. 1). До тiла прикладено рiвномiрно
розподiлене на нескiнченностi розтягуюче зусилля σ∞y , напрямок якого збiгається з на-
прямком нормалi до лiнiї розташування трiщин. Введемо ортогональну декартову систему
координат, вiсь Ox якої направимо вздовж лiнiї трiщин.
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Вiдповiдно до моделi Леонова–Панасюка–Дагдейла областi нелiнiйної поведiнки мате-
рiалу в околi вершин трiщин замiнимо розрiзами, до берегiв яких прикладенi стискаючi
напруження iнтенсивнiстю σ. Таким чином, приходимо до задачi теорiї пружностi про роз-
тяг пружної пластинки з розрiзами вздовж осi Ox при таких контурних умовах:

τxy(x) = 0, x ∈ L; σy(x) =

{
0, x ∈ L′,
σ, x ∈ L′′,

де

L = L′⋃L′′, L′ =
⋃
n
(λ2n−1, λ2n), L′′ =

4⋃
k=1

L′′
k,

L′′
k =

{
[λk − dk, λk], k = 2n − 1,
[λk, λk + dk], k = 2n,

n = 1, 2.

Кiнцi розрiзiв λ2n−1 − d2n−1 i λ2n + d2n необхiдно визначати так, щоб у вiдповiдних
точках виконувалася умова скiнченностi напружень.

Запишемо розв’язок цiєї задачi:

v(x) = Λ
σdk
π
F

[ |x− λk|
dk

]
, x ∈ L′′

k, dk =
πK2

I (λk)

8σ2
, (2)

Λ = 2

√
a22

[
2

(√
a11a22 + a12

)
+ a66

]
, (3)

F (s) =
√
1− s+

s

2
ln

1−
√
1− s

1 +
√
1− s

,

KI(λk) =

√
2πσ∞y P̃ (λk)√

R(λ)
, P̃ (x) = x2 + C̃1x+ C̃2, R(λ) =

4∏

i=1
i 6=k

|λk − λi|,

C̃1 = −α−3, C̃2 =

∞∫

0

t(τ)[α−3 − t(τ)]dτ

X2(τ)

∞∫

0

dτ

X2(τ)

, α−3 =
1

2

4∑

i=1

λi, t(τ) =
λ1 + λ2τ

2

1 + τ2
,

X2(τ) =
√
(τ2 + ξ3)(τ2 + ξ4), ξk =

λk − λ1
λk − λ2

, k = 3, 4.

В’язкопружне змiщення вздовж зон передруйнування визначатимемо на основi розв’яз-
ку задачi про пружне розкриття за допомогою принципу пружно-в’язкопружної аналогiї,
що є аналогом принципу Вольтерра, який одержав обгрунтування для аналогiчних задач
у роботi [1]. Згiдно з цим принципом, у виразi для змiщень берегiв на продовженнi трiщини
змiнимо пружнi модулi вiдповiдними перетвореними величинами i скористаємося оберне-
ним перетворенням.
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Якщо релаксацiйнi властивостi матерiалiв компонентiв композита можна описати в рам-
ках лiнiйної теорiї в’якопружностi, ефективнi модулi подамо рядом функцiй Мiттаг–Леф-
флера [5]:

en,ij(t) = e∞n,ij +
∞∑

k=1

µn,ij,kEαn,ij ;1(−βn,ij,ktαn,ij ), Eα;δ(x) =
∞∑

k=0

xk

Γ[αk + δ]
(4)

(n = 1 вiдповiдає матерiалу армування, n = 2 — наповнювача, e∞ — довготривале значення
модуля). При проведеннi обчислень ми залишимо лише один доданок у виразi (4) i вико-
ристовуватимемо один параметр α функцiї Мiттаг–Леффлера для описання довготривалих
властивостей матерiалiв компонентiв композита з метою якiсного дослiдження результатiв.
Вважатимемо також, що матерiали компонентiв композита є iзотропними (механiчнi влас-
тивостi описуємо модулем Юнга E i коефiцiєнтом Пуассона ν, який не залежить вiд часу).
Вiдзначимо, що жодне з цих спрощень не обумовлене використаним методом розв’язання
поставленої задачi.

При вказаних спрощеннях вираз (4) в областi перетворення набуде вигляду

Ẽn(s) = E∞
n + (E0

n − E∞
n )

sα

sα + βn
,

де Ẽ(s) = sE(s); E(s) — перетворення Лапласа функцiї E(t); E0 — миттєве значення модуля.
Виходячи з виразiв для перетворень в’язкопружних аналогiв модулiв Юнга матерiалiв

компонент композита, використовуючи методи механiки композитних матерiалiв [6], зна-
йдемо перетворення в’язкопружних аналогiв модулiв податливостi пластини aij (див. (1)).
Пiдставимо отримане у вираз (3) i знайдемо обернене перетворення. Матимемо

Λ(t) = L−1{Λ̃/s}, Λ′(t) = L−1{Λ̃− Λ̃∞} (5)

(бiльш детально про отримання величини Λ(t) див. [7]).
Переходимо до визначення закону змiни вертикального перемiщення як функцiї ча-

су. У випадку залежностi вiд часу характеристики Λ i координат кiнцiв трiщини λ =
= (λ1, λ2, λ3, λ4) змiнюємо величину v(x) у виразi (2) iнтегралом Больцмана, а величи-
ну σ∞y — функцiєю σ∞y (t) = σ∞y h(t) (h(t) — одинична функцiя Хевiсайда). Запишемо

v(x, t) =

∫ t

0
Λ(t− τ) dv[x;λ(τ)],

v(x;λ) =
π[σ∞y P̃ (λk)]

2

4σR(λ)
, x ∈ L′′

k.

(6)

Рiвняння для визначення положення кiнцiв трiщин при зростаннi на основi критерiю
критичного розкриття трiщини можна записати у виглядi системи iнтегральних рiвнянь та
нерiвностей [3]




v(λi(t), t) = v∗,

v(λj(t), t) < v∗
(7)

(iндекси i вiдповiдають вершинам, де досягнуто критичне значення вертикального перемi-
щення v∗, а iндекси j — вершинам, де критичного значення не досягнуто).
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Тривалiсть iнкубацiйного перiоду розвитку колiнеарних трiщин t0 визначимо з рiвняння

v(λi1(0), t0) = v∗, max
k

{v[λk(0);λ(0)]} = v[λi1(0);λ(0)]

(iндекс i1 вiдповiдає вершинi, в якiй вертикальне перемiщення найбiльше для початкового
положення λ(t)).

Далi буде запропоновано схему чисельного розв’язання системи (7), коли трiщини по-
чинають зростати.

Шукатимемо розв’язок системи (7) λ(t) в моменти часу t0(1+k∆), k = 1, 2, . . . . Рiвняння
в системi (7), що вiдповiдає i1-й вершини в момент часу t = t1, набуде вигляду

v[λi1(t1);λ(t1)] +

t1∫

0

Λ′(t1 − τ)v[λi1(t1);λ(τ)]dτ = v∗.

Знайдемо розв’язок цього рiвняння λi1(t1), покладаючи, що λi1(t) змiнюється лiнiйно при
t0 6 t 6 t1. Продовжимо знаходити λi1(tk), доки критичного перемiщення не буде досягнуто
в iншiй вершинi, порядковий номер якої i2 6= i1: для k = k1 отримаємо v(λi2(tk), tk) > v∗.

Рiвняння в системi (7), що вiдповiдає i1-й i i2-й вершинам в момент часу t = tk2, набуде
вигляду





v[λi1(tk1);λ(tk1)] +

tk1∫

0

Λ′(tk1 − τ)v[λi1(tk1);λ(τ)]dτ = v∗,

v[λi2(tk1);λ(tk1)] +

tk1∫

0

Λ′(tk1 − τ)v[λi2(tk1);λ(τ)]dτ = v∗.

Знайдемо розв’язок цiєї системи (λi1(tk1), λi2(tk1)), покладаючи, що λi1(t) i λi2(t) змiнюється
лiнiйно при tk1−1 6 t 6 tk1. Продовжимо знаходити (λi1(tk), λi2(tk)), доки критичного пере-
мiщення не буде досягнуто в iншiй вершинi, порядковий номер якої i3 (i3 6= i1, i3 6= i2): для
k = k2 отримаємо v(λi3(tk), tk) > v∗. Подiбним чином продовжуватимемо визначати λ(t).
При значному вiддаленнi трiщин рухатися почнуть всi їх кiнцi. У випадку, коли на якомусь
кроцi система (7) не має розв’язку, покладаємо, що вiдповiдний момент часу є початком
етапу динамiчного поширення трiщин. Внеском цього етапу в загальну довговiчнiсть тiла
з трiщинами будемо нехтувати.

Числовi приклади. Розв’язки системи (7) отримаємо при таких параметрах задачi.
Реологiчнi параметри композита:
1) наповнювача — E0

2 = 4000 МПа, E∞
2 = 400 МПа, α = 0,5, β2 = 0,1 с −α;

2) волокон — E0
1 = 79810 МПа, E∞

1 = 7981 МПа, β1 = 0,01 с −α; об’ємна концентрацiя
волокон c1 = 0,2.

Параметри трiщиностiйкостi та зовнiшнього навантаження: σ = 35 МПа, v∗ = 1,5·10−5 м,
σ/σ∞y = 4.

На рис. 2 зображено кiнетичнi кривi зростання двох колiнеарних трiщин довжиною 2
i 2,5 см. Рис. 2, а вiдповiдає випадку, коли початкова вiдстань мiж трiщинами λ3(0) −
− λ2(0) = 1 см, рис. 2, б — випадку, коли λ3(0) − λ2(0) = 0,7 см. Зрозумiло, що в обох
випадках першим починає рухатися кiнець бiльшої трiщини, який є ближчим до меншої
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Рис. 2

трiщини (i1 = 3). У прикладi а другим починає рухатися зовнiшнiй кiнець бiльшої трiщини
(i2 = 4), у прикладi б — внутрiшнiй кiнець меншої трiщини (i2 = 2).

Таким чином, в роботi запропоновано та проiлюстровано ефективний метод дослiджен-
ня поширення колiнеарних трiщин у в’язкопружнiй пластинi. Метод можна перенести на
дослiдження зростання та злиття систем колiнеарних трiщин, кiлькiсть яких перевищує двi.
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А.А. Каминский, М. Ф. Селиванов

Слияние двух коллинеарных трещин разной длины в вязкоупругой
композитной пластине

При помощи линейной теории вязкоупругости получены определяющие уравнения для за-
висимых от времени координат вершин отличающихся по длине коллинеарных трещин
нормального отрыва в ортотропной композитной пластине при плоском напряженном со-
стоянии. Определяющие уравнения представляют собой систему интегральных уравнений
и неравенств. Численные примеры кинетических кривых представлены для двух началь-
ных расстояний между трещинами. Для рассмотренной задачи скорости распространения
концов трещины различны.

A.A. Kaminsky, M. F. Selivanov

Coalescence of two unequal collinear cracks in a viscoelastic composite
plate

Using the theory of linear viscoelasticity, the constitutive relations for the time-dependent tips of
the mode I nonequal collinear cracks in orthotropic composite materials under conditions of a
in-plane stress state are obtained. The constitutive relations are a system of integral equations
and inequalities. The numerical examples of kinetic curves are presented for two initial distances
between cracks. The propagation rates of crack tips are different for the problem under study.
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