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Розглядаються графи дiї Γn(A) i Γ∞(A) для обмежених i полiномiальних автоматiв A,
якi моделюють дiю автоматiв на словах довжиною n i нескiнченних словах вiдповiдно.
Встановлено метод знаходження орбiтального коефiцiєнта стиску обмежених авто-
матiв, росту дiаметрiв графiв Γn(A) для обмежених автоматiв, наведено оцiнки на
степiнь полiномiального росту графiв Γ∞(A). Доведено, що графи Γ∞(A) для недетермi-
нованих полiномiальних автоматiв мають субекспоненцiйний рiст.

1. Автомати є абстрактними математичними моделями послiдовних машин. У 1960-х ро-
ках В.М. Глушков [1] започаткував дослiдження автоматiв з алгебраїчної точки зору, роз-
глядаючи перетворення, визначенi автоматами, i напiвгрупи та групи, породженi такими
перетвореннями. За минулi пiвстолiття були знайденi глибокi зв’язки мiж алгебраїчною
теорiєю автоматiв, динамiчними системами, геометрiєю i теорiєю груп (див. [2, 3]). Одними
з ключових комбiнаторних об’єктiв, асоцiйованих з автоматами, є графи дiї автоматiв, якi
моделюють дiю автоматiв на скiнченних та нескiнченних послiдовностях i несуть важливу
iнформацiю про геометричнi i топологiчнi об’єкти, асоцiйованi з автоматами.

У данiй роботi розглядаються рiзнi асимптотичнi властивостi графiв дiї обмежених i по-
лiномiальних автоматiв. Зокрема, вказано метод знаходження експоненти росту дiаметрiв
графiв дiї обмежених автоматiв на скiнченних словах, орбiтального коефiцiєнта стиску
обмежених автоматiв, наведено оцiнки на степiнь полiномiального росту орбiтальних графiв
дiї обмежених автоматiв. За аналогiєю з означенням С. Сiдкi, введено поняття недетермiно-
ваного полiномiального автомата i доведено, що графи дiї таких автоматiв мають субекспо-
ненцiйний рiст, а проблема слiв у напiвгрупах, породжених цими автоматами, розв’язується
за субекспоненцiйний час.

2. Нехай X — скiнченна множина потужностi |X| > 2, яку будемо називати алфавiтом.
Нехай X∗ — множина всiх скiнченних слiв x1x2 . . . xn, xi ∈ X, n ∈ N, а X∞ — множина всiх
нескiнченних вправо слiв (послiдовностей) x1x2 . . ., xi ∈ X.

Автомати. Детермiнованим синхронним автоматом над алфавiтом X називається на-
бiр A = (Q,π, λ) де Q — множина станiв автомата; π : X × Q → Q — функцiя переходiв;
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λ : X×Q→ X — функцiя виходiв. Такi автомати також називають автоматами Мiлi. Авто-
мат називається скiнченним, якщо множина його станiв скiнченна. Скiнченний автомат A

можна задавати помiченим орiєнтованим графом TA (дiаграма Мура або граф переходiв),
вершинами якого є стани автомата, а стрiлками є q → π(x, q) з мiткою x|λ(x, q) для всiх
q ∈ Q i x ∈ X. Такий граф мiстить повну iнформацiю про автомат, i ми будемо ототожню-
вати автомат з вiдповiдним графом.

Автомат перетворює слова x1x2 . . . ∈ X∗⋃X∞ таким чином: якщо автомат знаходиться
в станi q1 ∈ Q, вiн читає першу лiтеру x1, виводить лiтеру y1 = λ(x1, q1) i переходить
у стан q2 = π(x1, q1); залишок слова обробляється так само з нового стану q2 i т. д. Отже,
кожен стан автомата визначає вiдображення Aq : X

∗ → X∗, q ∈ Q, де Aq(x1x2 . . .) = y1y2 . . .
тодi i лише тодi, коли автомат мiстить орiєнтований шлях, який починається в станi q
i помiчений парами x1|y1, x2|y2, . . . . Якщо кожне з вiдображень Aq є оборотним (автомат A

є оборотним), то можна розглянути групу G(A) = 〈Aq : q ∈ Q〉, яка називається автоматною
групою автомата A.

Оскiльки нас буде цiкавити саме дiя автоматiв на словах, то ми завжди припускати-
мемо, що рiзнi стани автомата визначають рiзнi функцiї, тобто автомат є мiнiмiзованим.
Кожен скiнченний автомат з n станами над алфавiтом з m лiтер можна мiнiмiзувати за час
O(nm log(n)) (алгоритм Хопкрофта).

Графи дiї автоматiв. Нехай A — автомат над алфавiтом X. Графом дiї Γn(A) =
= Γ(A,Xn) автомата A на множинi Xn називається граф з множиною вершин Xn, в яко-
му два слова x1x2 . . . xn та y1y2 . . . yn з’єднанi ребром тодi i лише тодi, коли y1y2 . . . yn =
= Aq(x1x2 . . . xn) для деякого стану q ∈ A, iншими словами, в графi переходiв TA iснує
орiєнтований шлях e1, e2, . . . , en, де кожне ребро ei помiчене парою xi|yi. Аналогiчно ви-
значаються графи Γ(A,X∗) i Γ(A,X∞). Зокрема, вiдношення сумiжностi в графi Γ(A,X∞)
задається автоматом A. Якщо автомат A скiнченний, то граф Γ(A,X∞) є локально скiнчен-
ним, тобто кожна вершина графа має скiнченну кiлькiсть сусiднiх вершин.

Розглядаючи асимптотичнi властивостi графiв дiї скiнченних автоматiв, завжди можна
припускати, що функцiя переходiв π є сюр’єктивною, тобто в кожен стан автомата входить
деяке ребро. Якщо автомат не має цiєї властивостi, то можна взяти максимальний пiдавто-
мат з сюр’єктивною функцiєю переходiв; неважко показати, що графи дiї цього автомата
будуть мати тi самi асимптотичнi властивостi, що i графи дiї початкового автомата.

Рiст графiв. Нехай Γ — локально скiнченний зв’язний граф. Функцiя росту γv(n) гра-
фа Γ вiдносно його вершини v обчислює кiлькiсть вершин у замкненiй кулi B(v, n) радiу-
сом n з центром у вершинi v. Для того щоб позбутися залежностi вiд вибору початкової
вершини v, вводиться вiдношення еквiвалентностi на таких функцiях. Для двох функцiй
f , g : N → N кажуть, що f має рiст, не бiльший за g, позначається f ≺ g, якщо iснує кон-
станта C > 0 така, що f(n) 6 g(Cn) для всiх n ∈ N. Якщо f ≺ g i g ≺ f , то кажуть, що f
i g є еквiвалентними f ∼ g i мають однаковий рiст. Для довiльних двох вершин графа Γ
вiдповiднi функцiї росту є еквiвалентними, i можна говорити про рiст γΓ графа Γ як про
клас еквiвалентностi його функцiй росту. Кажуть, що граф має субекспоненцiйний рiст,
якщо γΓ ≺ 2n i γΓ 6∼ 2n. Граф має полiномiальний рiст, якщо його функцiя росту обмежена
зверху полiномом. Якщо рiст графа субекспоненцiйний, але не полiномiальний, то кажуть,
що граф має промiжний рiст.

3. Обмеженi автомати. Стан автомата називається тривiальним, позначається e, якщо
вiн визначає тривiальне перетворення простору X∗. Скiнченний оборотний автомат A на-
зивається обмеженим, якщо виконується одна з таких еквiвалентних умов (див. [4]):

38 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2014, №6



1) кiлькiсть нескiнченних влiво (еквiвалентно, вправо) орiєнтованих шляхiв . . . e2, e1
в графi переходiв TA, якi не проходять через тривiальний стан автомата, є скiнченною;

2) кожнi два цикли в графi TA \ {e} є диз’юнктними (не мають спiльних вершин) i не
з’єднанi орiєнтованим шляхом;

3) кiлькiсть шляхiв довжиною n в графi TA \ {e} обмежена незалежно вiд n.
Опишемо, як знайти рiст дiаметрiв графiв дiї Γn(A) для обмежених автоматiв A. Для

цього розглянемо вiдстанi мiж скiнченним числом спецiальних вершин в Γn. Для обмеже-
ного автомата A послiдовнiсть . . . x2x1, xi ∈ X, називається посткритичною, якщо вона
читається вздовж нескiнченного влiво шляху в графi TA \ {e}. Множина PA всiх посткри-
тичних послiдовностей є скiнченною i називається посткритичною множиною автомата A.
Для послiдовностi w = . . . x2x1 позначимо wn = xn . . . x2x1. Для кожної пари посткритич-
них послiдовностей p, q ∈ PA, p 6= q, позначимо через dn(p, q) вiдстань мiж вершинами pn
i qn в графi дiї Γn(A). Нехай dn(A) — це вектор з координатами dn(p, q).

Теорема 1. Нехай A — обмежений автомат з сюр’єктивною функцiєю переходiв. Iснує
скiнченна множина невiд’ємних цiлочисельних матриць K i константи c1, c2 > 0 такi,
що для всiх достатньо великих n ∈ N виконується

c1 min
Mi∈K

M1M2 . . .Mn1 6 dn(A) 6 c2 min
Mi∈K

M1M2 . . .Mn1+ c2,

де мiнiмум береться окремо по кожнiй координатi, i 1 = (1, . . . , 1).
Множина K з теореми будується алгоритмiчно за обмеженим автоматом. У роботi [5]

доведено, що iснує невiд’ємна цiлочисельна матриця M i константи c1, c2 > 0 такi, що для
всiх достатньо великих n ∈ N виконується

c1M
n1 6 min

Mi∈K
M1M2 . . .Mn1 6 c2M

n1.

Крiм того, така матриця M алгоритмiчно будується за множиною K. Це дозволяє знайти
асимптотичну поведiнку вiдстанi dn(p, q) для всiх p, q ∈ PA. Зокрема, dn(p, q) ≈ nkλn для
деяких k ∈ N

⋃{0}, λ ∈ R>0, якi залежать вiд p, q. Визначимо λmin i λmax як мiнiмальне
i максимальне серед усiх λ > 1, якi з’являються в асимптотичному розкладi dn(p, q) для p,
q ∈ PA. Нехай kmax — це максимальне k серед dn(p, q) ≈ nkλnmax.

Теорема 2. Нехай A — обмежений автомат з сюр’єктивною функцiєю переходiв, i кон-
станти kmax, λmax визначаються за A, як показано вище. Iснують константи c1, c2 > 0
такi, що для всiх достатньо великих n ∈ N виконується

c1n
kmaxλnmax 6 diam(Γn(A)) 6 c2n

kmaxλnmax.

Теорема 3. Нехай A — обмежений автомат з сюр’єктивною функцiєю переходiв, i кон-
станта λmin визначається за A, як показано вище. Тодi

lim sup
n→∞

n

√
lim sup

xi,yi∈X,m>n

distΓm−n(xn+1 . . . xm, yn+1 . . . ym)

distΓm(x1x2 . . . xm, y1y2 . . . ym)
=

1

λmin
.

Величина в лiвiй частинi рiвностi називається орбiтальним коефiцiєнтом стиску авто-
мата.

Наслiдок 1. Нехай A — обмежений автомат з сюр’єктивною функцiєю переходiв
i зв’язними графами дiї Γn(A). Тодi кожна зв’язна компонента графа Γ(A,X∞) (орбi-
тальнi графи дiї автомата) має полiномiальний рiст, де степiнь росту лежить мiж
log |X|/log λmax i log |X|/log λmin.
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4. Полiномiальнi автомати. Скiнченний оборотний автомат A називається полiномi-
альним, якщо виконується одна з таких еквiвалентних умов: 1) кожнi два цикли в графi
TA \ {e} є диз’юнктними; 2) кiлькiсть шляхiв довжиною n в графi TA \ {e} обмежена полi-
номом вiд n. У роботi [6] доведено, що для полiномiальних автоматiв кожна зв’язна компо-
нента графа дiї Γ(A,X∞) має субекспоненцiйний рiст. Покажемо, як цей результат можна
перенести на недетермiнованi автомати.

Недетермiнованi автомати вiдрiзняються вiд детермiнованих тим, що функцiї переходiв
i виходiв визначаються неоднозначно (автомат може знаходитися в декiлькох станах одно-
часно). Формально, недетермiнованим синхронним автоматом над алфавiтом X будемо
називати помiчений орiєнтований граф, в якому мiтками стрiлок є пари x|y для x, y ∈ X.
Вершини графа називаються станами автомата. Недетермiнованiсть такого автомата по-
лягає в тому, що з однiєї вершини може виходити кiлька стрiлок, помiчених парами x|∗
з одним i тим самим x.

Для недетермiнованих автоматiв кожен стан q ∈ A визначає частково визначену багато-
значну функцiю Aq. Множиною допустимих значень DomAq є всi послiдовностi, що чита-
ються вздовж орiєнтованих шляхiв з початком у вершинi q. Образом послiдовностi x1x2 . . .
є всi послiдовностi y1y2 . . ., для яких iснує орiєнтований шлях e1e2 . . . в A, що починається
у вершинi q, i ребро ei, помiчене парою xi|yi для всiх i.

Тривiальними станами недетермiнованого автомата називатимемо такi стани, якi визна-
чають тривiальну частково визначену функцiю, тобто Aq(w) = w для всiх допустимих w.
У детермiнованих автоматiв може бути не бiльше одного тривiального стану, який вiдпо-
вiдає тотожному вiдображенню. Для недетермiнованих автоматiв таких станiв може бу-
ти багато (вони можуть вiдрiзнятися областями визначеностi). Множину всiх тривiальних
станiв автомата позначаємо AE.

Скiнченний недетермiнований автомат A будемо називати полiномiальним, якщо в гра-
фi A \AE рiзнi цикли є диз’юнктними. Максимальну кiлькiсть циклiв в A \AE , якi з’єднанi
орiєнтованим шляхом, називатимемо степенем полiномiального автомата A. Ця термiно-
логiя пояснюється таким спостереженням: скiнченний автомат є полiномiальним степеня
6 m тодi i лише тодi, коли кiлькiсть орiєнтованих шляхiв в A \ AE довжиною n обмежена
полiномом вiд n степеня m.

Граф дiї Γ(A,X∞) визначається аналогiчно: вершини u, v ∈ X∞ з’єднанi ребром, якщо
u ∈ DomAq i v ∈ Aq(u) для деякого стану q, тобто пара u|v читається вздовж деякого орiєн-
тованого шляху в автоматi A. Для полiномiальних автоматiв граф дiї Γ(A,X∞) є локально
скiнченним, i ми можемо розглянути рiст його зв’язних компонент.

Теорема 4. Нехай A — полiномiальний автомат степеня m. Тодi iснує констан-
та C така, що кожна зв’язна компонента графа дiї Γ(A,X∞) має рiст, не бiльший

за C(logn)m+1
.

Крiм того, оцiнка є точною: для кожного m ∈ N iснує полiномiальний автомат степеня m
i константа D > 0 такi, що кожна зв’язна компонента графа Γ(A,X∞) має рiст, не менший
за D(logn)m+1

. Таким чином можна будувати графи дiї скiнченних автоматiв з промiжним
ростом.

Теорема 5. Зафiксуємо скiнченний алфавiт X i кiлькiсть станiв m. Iснує алгоритм,
який за субекспоненцiйний час вiд n перевiряє для даного полiномiального автомата A

над алфавiтом X iз m станами та набору його станiв q1, q2, . . . , qn ∈ A, чи являє собою
добуток Aq1Aq2 . . .Aqn тривiальну частково визначену функцiю.
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Зокрема, проблема слiв у напiвгрупах, породжених станами полiномiальних автоматiв,
розв’язується за субекспоненцiйний час.
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Е.В. Бондаренко

Рост графов действия конечных автоматов

Рассматриваются графы действия Γn(A) и Γ∞(A) для ограниченных и полиномиальных ав-
томатов A, которые моделируют действие автоматов на словах длиной n и бесконечных
словах соответственно. Установлен метод нахождения орбитального коэффициента стя-
гивания ограниченных автоматов, роста диаметров графов Γn(A) для ограниченных авто-
матов, приведены оценки на степень полиномиального роста графов Γ∞(A). Доказано, что
графы Γ∞(A) для недетерминированных полиномиальных автоматов имеют субэкспонен-
циальный рост.

I. V. Bondarenko

Growth of action graphs of finite automata

We consider the action graphs Γn(A) and Γ∞(A) for bounded and polynomial automata A, which
model the action of automata on words of length n and infinite words, respectively. A method for
finding the orbital contracting coefficient and the growth of the diameters of graphs Γn(A) for a
bounded automaton is established. We give estimates on the growth degrees of the graphs Γ∞(A) for
bounded automata. It is proved that the graphs Γ∞(A) for non-deterministic polynomial automata
have subexponential growth.
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