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Доведена достатня умова iснування парето-оптимальних розв’язкiв векторної задачi
з лiнiйними частковими критерiями оптимiзацiї на необмеженiй опуклiй замкненiй
множинi. Ця умова накладається на всi точки перетину рецесивного конусу множини
допустимих розв’язкiв задачi та конусу, який частково впорядковує цю множину.

Ключовi слова: векторна задача оптимiзацiї, необмежена допустима множина, паре-
то-оптимальнi розв’язки.

Питання iснування розв’язкiв є одним з основних, що виникає при дослiдженнi проблеми
коректностi оптимiзацiйних задач, у тому числi задач з векторним критерiєм оптимiза-
цiї. Немає сенсу розмiрковувати про оптимальнiсть розв’язкiв, поки не розглянуто питан-
ня їх iснування. Метою даної роботи є встановлення умов iснування парето-оптимальних
розв’язкiв векторної оптимiзацiйної задачi з необмеженою множиною допустимих розв’яз-
кiв на основi використання властивостей рецесивного конусу такої множини та конусу, що
частково її впорядковує вiдносно критерiїв оптимiзацiї.

Розглянемо задачу векторної оптимiзацiї

Z(P (C,X)) : max{Cx | x ∈ X},

яка полягає в пошуку елементiв множини P (C,X) парето-оптимальних розв’язкiв. Тут X —
необмежена опукла замкнена множина в Rn; C –лiнiйне вiдображення з Rn в Rℓ та вiдповiд-
на йому матриця C = [cij ] ∈ Rℓ×n, рядки ci = (ci1, . . . , cin), i ∈ {1, . . . , ℓ} якої являють собою
набори коефiцiєнтiв лiнiйних цiльових функцiй ⟨ci, x⟩, що складають векторний критерiй
Cx = (⟨c1, x⟩, . . . , ⟨cℓ, x⟩) задачi Z(P (C,X)). Нагадаємо [1], що множина P (C,X) складає-
ться з усiх точок x допустимої множини X, для яких виконується умова ∃y ∈ X : Cy > Cx,
Cy ̸= Cx. Такi точки називаються розв’язками задачi Z(P (C,X)), оптимальними за Парето.

Образ допустимої множини X при вiдображеннi C позначимо Y = CX = {z = Cx ∈
∈ Rℓ | x ∈ X} ≠ ∅, Y ̸= ∅. Вiдзначимо, що за теоремою 3.4 [2] з опуклостi множини X
в Rn випливає опуклiсть її образу Y в Rℓ.

Необмеженiсть множини X допустимих розв’язкiв означає, що її рецесивний конус 0+X
обов’язково мiстить в собi точки, вiдмiннi вiд початку координат, тобто 0+X \ {0} ̸= ∅,
де, згiдно з [2], 0+X = {y ∈ Rn | x + λy ∈ X ∀x ∈ X,λ > 0}. Позначимо також LX =
= (−0+X)

∩
0+X лiнiйну пiдмножину множини X.

Дослiдження умов iснування парето-оптимальних розв’язкiв векторної оптимiзацiйної
задачi Z(P (C,X)) проводитимемо з урахуванням властивостей рецесивного конуса 0+X
i багатогранного конуса

K = K(C) = {x ∈ Rn | Cx > 0},
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який упорядковує (частково) множину X допустимих розв’язкiв задачi вiдносно векторного
критерiя оптимiзацiї (⟨c1, x⟩, . . . , ⟨cℓ, x⟩) таким чином, що перехiд з будь-якої точки x ∈ X
у деяку точку x+ y ∈ X за умови, що y ∈ K, приводить до нерiвностi C(x+ y) > Cx, тобто
до можливого зростання, проте не до зменшення значень усiх часткових критерiїв задачi
в точцi x + y порiвняно з точкою x.

Упорядковуючий конус K можна подати у виглядi об’єднання трьох його пiдмножин,
що не перетинаються:

K = K0
∪
K1

∪
K2,

де K0 = {x ∈ Rn | Cx = 0} — ядро лiнiйного вiдображення C [3], K1 = {x ∈ Rn | Cx > 0} —
внутрiшнiсть конуса K; K2 = K \(K0

∪
K1). Очевидно, для довiльної точки x ∈ X iстинним

є висловлювання

x ∈ P (C,X) ⇔ (x+ (K1
∪
K2))

∩
X = ∅.

Продовжуючи дослiдження з коректностi векторних оптимiзацiйних задач, наведенi, зокре-
ма, в роботах [4–14], доведемо таку умову iснування парето-оптимальних розв’язкiв задачi
Z(P (C,X)).

Теорема. Достатньою умовою iснування парето-оптимальних розв’язкiв задачi
Z(P (C,X)) є збiг множини всiх спiльних точок упорядковуючого конуса K i рецесивного
конуса O+X з перетином ядра K0 лiнiйного вiдображения C i лiнiйної пiдмножини LX

допустимої множини X, тобто

K
∩
O+X = K0

∩
LX . (1)

Зауваження 1. Включення

K
∩
O+X ⊂ K0, (2)

яке випливає з умови (1), є необхiдною умовою iснування парето-оптимальних розв’язкiв
задачi Z(P (C,X)), що доведено, зокрема, в роботi [6].

Доведення теореми. Застосуємо до задачi Z(P (C,X)) теорему 1 [1, §3.2], де стверджу-
ється, що з умови компактностi кожної множини вигляду R(y) = {z ∈ Y | z > y}, де y ∈ Y ,
випливає непорожнiсть оптимальної множини задачi: P (C,X) ̸= ∅. Доведемо, що ∀y ∈ Y
множина R(y)є компактною, тобто замкненою i обмеженою одночасно. Для цього подамо
множинуR(y) як перетин опуклої множини Y та полiедральної (отже, опуклої i замкненої)
множини R(y) = {z ∈ Rℓ | z > y}:

R(y) = Y
∩
R(y). (3)

Висновок щодо замкненостi множини Y можна зробити, виходячи з теореми 3.7 [15],
якщо врахувати, по-перше, що допустима множина X є непорожньою, опуклою та замкне-
ною, а по-друге, що справедливим є включення

K0
∩
O+X ⊂ −O+X,

яке випливає з умови (1). Отже, множина Y = CX є замкненою i, крiм того, згiдно з тео-
ремою 3.7 [15], справджуються спiввiдношення

0+Y = 0+(CX) = C(0+X), (4)
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якими скористаємося далi. З формули (3) стає очевидним, що замкненiсть та опуклiсть
множини R(y) випливають вiдповiдно з замкненостi та опуклостi множин Y i R(y).

Щодо обмеженостi непорожньої замкненої опуклої множини R(y), то, згiдно з теоре-
мою 8.4 [2], вона має мiсце тодi i тiльки тодi, коли рецесивний конус множини R(y) скла-
дається лише з нульового вектора. Отже, лишилося впевнитися, що 0+R(y) = {0}.

Прийнявши до уваги замкненiсть та опуклiсть множин Y i R(y), а також непорожнiсть
їхнього перетину, у вiдповiдностi до наслiдку 8.3.3 [2] маємо 0+R(y) = 0+R(y)

∩
0+Y . Ви-

користовуючи цю рiвнiсть i залучаючи формули (2) i (4), одержуємо низку спiввiдношень

0+R(y) = {z ∈ Rℓ | z > 0}
∩
C(0+X) = {z = Cx | Cx > 0, x ∈ 0+X} =

= {z = Cx | x ∈ K
∩

0+X} = C(K
∩

0+X) ⊂ C(K0) = {0}.

З урахуванням зауваження 1 з доведеної теореми випливає такий наслiдок.
Наслiдок. Якщо X — необмежена полiедральна множина вигляду X = {x ∈ Rn | Ax =

= b}, де A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, то включення (2) є необхiдною i достатньою умовою iснування
парето-оптимальних розв’язкiв задачi Z(P (C,X)).

Справедливiсть цього твердження пов’язана з тим, що рецесивний конус полiедральної
множини X = {x ∈ Rn | Ax = b} збiгається з її лiнiйною пiдмножиною, тобто 0+X = LX =
= {x ∈ Rn | Ax = 0}.

Таким чином, доведено, що для векторної задачi з лiнiйними частковими критерiями
оптимiзацiї, визначеними на необмеженiй опуклiй замкненiй множинi, iснують парето-опти-
мальнi розв’язки, якщо всi спiльнi точки упорядковуючого и рецесивного конусiв множини
допустимих розв’язкiв задачi є точками перетину ядра лiнiйного вiдображення, яке визна-
чає векторний критерiй, з лiнiйною пiдмножиною допустимої множини.
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Т.И. Сергиенко

О существовании парето-оптимальных решений задачи векторной
оптимизации с неограниченной допустимой областью

Институт кибернетики им. В. М. Глушкова НАН Украины, Киев

Доказано достаточное условие существования парето-оптимальных решений векторной
задачи с линейными частными критериями оптимизации на неограниченном выпуклом за-
мкнутом множестве. Это условие накладывается на все точки пересечения рецессивного
конуса множества допустимых решений задачи и конуса, частично упорядочивающего это
множество.

Ключевые слова: векторная задача оптимизации, неограниченное допустимое множество,
парето-оптимальные решения.
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Existence of Pareto-optimal solutions to the vector optimization
problem with an unbounded feasible set

V.M. Glushkov Institute of Cybernetics of the NAS of Ukraine, Kiev

The sufficient condition of existence of Pareto-optimal solutions to the vector optimization problem
with partial linear optimization criteria and unbounded convex closed set of feasible solutions is
proved. This condition is imposed on the intersection of the recessive cone of a feasible set and a
cone which partially orders this set.

Keywords: vector optimization problem, unbounded feasible set, Pareto-optimal solutions.
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