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Запропоновано модель повiльного зростання трiщини зчеплення, обумовленого лiнiй-
но-в’язкопружними властивостями матерiалу. Постановка задачi передбачає викона-
ння умови плавностi змикання берегiв трiщини та закону зчеплення–вiдриву в кожний
момент часу. Модель демонструє збiльшення зони зчеплення пiд час iнкубацiйного пе-
рiоду розвитку трiщини та при зростаннi її розмiру.

Ключовi слова: модель трiщини з зоною зчеплення, повiльне зростання трiщини, в’яз-
копружнiсть.

Огляд основних теоретичних та експериментальних дослiджень в областi механiки довго-
тривалого руйнування зроблено в роботi [1]. Бiльшiсть дослiджень повiльного зростання
трiщин у в’язкопружних тiлах застосовують в своїй основi модель трiщини iз зоною перед-
руйнування. Ця зона моделюється додатковим розрiзом на продовженнi трiщини, до берегiв
якого прикладено самоврiвноваженi стискаючi зусилля σ. Величина цих зусиль у кожнiй
точцi зони передруйнування залежить лише вiд положення точки в цiй зонi: σ = σ(x). При
повiльному поширеннi трiщини, в цьому випадку, з часом змiнюються основнi характерис-
тики трiщиностiйкостi. Наприклад, якщо покласти незалежною вiд часу величину σmax, то
з часом змiнюватиметься енергiя руйнування ϕ. Окремо вiдзначаємо роботи [2, 3], в яких за-
пропоновано модель зростання трiщини зчеплення у старiючому в’язкопружному матерiалi.

В роботi пропонується така постановка задачi, згiдно з якою величини σmax, ϕ та закон
зчеплення–вiдриву вважаються незмiнними пiд час повiльного зростання трiщини в тiлi
з в’язкопружного нестарiючого матерiалу в iзотермiчних умовах.

Постановка задачi та принцип побудови розв’язку. Розглянемо наскрiзну трiщину
нормального вiдриву в нескiнченнiй пластинi. Будемо дослiджувати квазiстатичне стiйке
зростання трiщини, наявної до моменту прикладання навантаження. Поширення трiщини
вiдбувається при сталому докритичному рiвнi зовнiшнього навантаження внаслiдок в’язко-
пружних властивостей матерiалу пластини. Дослiдження проведемо за допомогою моделi
трiщини з зоною зчеплення. Згiдно з цiєю моделлю, на продовженнi лiнiї розташування
трiщини вводиться додатковий розрiз з прикладеними до його берегiв самоврiвноважени-
ми зусиллями — силами зчеплення σ(x), величина яких не перевищує мiцностi зчеплен-
ня σmax. Розкриття в зонi зчеплення (вiдрив ∆(x)) пов’язане з величиною сил зчеплення
законом зчеплення–вiдриву σ(x) = T [∆(x)]. В цьому полягає розбiжнiсть мiж термiном
“зона передруйнування”, про яку згадано у вступi, i термiном “зона зчеплення”. В закон
зчеплення–вiдриву, крiм величин мiцностi зчеплення та енергiї руйнування, якi вважаються
основними параметрами трiщиностiйкостi, також входять параметри форми функцiї T .

В момент прикладання навантаження трiщина перебуває в докритичному станi — вiдрив
не перевищує граничного рiвня: ∆(0, b) < ∆max. За рахунок повзучостi вiдрив у вершинi
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Рис. 1

трiщини з часом досягає свого максимального значення, завершуючи iнкубацiйний перiод
та iнiцiюючи початок зростання розмiру трiщини. Як пiд час iнкубацiйного перiоду, так
i протягом квазiстатичного зростання, справедливим є закон зчеплення–вiдриву

σ(t, x) = T [∆(t, x)], b(t) 6 x 6 d(t),

де ∆(t, x) — величина вiдриву трiщини довжиною b(t) з зоною зчеплення довжиною d(t)−
− b(t) в точцi x (рис. 1); ця величина залежить вiд iнтенсивностi сил зчеплення σ(t, x) та
визначається розв’язком задачi лiнiйної в’язкопружностi у виглядi iнтеграла Больцмана–
Вольтерра

∆(t, x) =

t∫
−∞

l(t− τ)∆̃′
τ (τ, x) dτ, ∆(t, x) =

∆(t, x)

∆max
. (1)

Величини ∆(t, x) та ∆̃(t, x) є безрозмiрними. На вiдмiну вiд ∆(t, x), введена величина ∆̃(t, x)
не має змiсту в термiнах моделi за винятком випадку t = 0, коли ∆̃(0, x) = ∆(0, x) —
миттєве значення вiдносного вiдриву в точцi x. Розв’язок (1) має бути знайденим за умови
скiнченностi напружень в тiлi; ця умова еквiвалентна умовi плавностi змикання берегiв
трiщини

∂∆(t, x)

∂x

∣∣∣∣
x=d(t)

= 0.

Спiввiдношення (1) отримується за допомогою розв’язання вiдповiдної задачi теорiї пру-
жностi шляхом застосування принципу пружно-в’язкопружної вiдповiдностi.

Якщо зовнiшнє навантаження прикладено в момент часу t = 0,

∆(t, x) = l(t)∆(0, x) +

t∫
0

l(t− τ)∆̃′
τ (τ, x) dτ. (2)
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Розв’язання задачi. Розв’язок граничної задачi в’язкопружностi (1) отримаємо за
допомогою розв’язання вiдповiдної пружної задачi з контурними умовами

σ±(x) =
(bk − x)σk−1 + (x− bk−1)σk

△bk
, x ∈ (bk−1, bk), k = 1, 2, . . . n;

σ±(x) = 0, x ∈ (0, b); σ±(−x) = σ±(x); τ±xy(x) = 0, x ∈ (−d, d),

де σk — величини сили зчеплення у вузлах кусково-лiнiйного розподiлу цiєї сили вздовж
зони зчеплення, △bk = bk − bk−1. Розв’язок задачi теорiї пружностi з такими контурними
умовами отримано в [4] в формi

∆(x) =
Lσmax

π∆max

n∑
k=0

σkJk(x), L =
4

E
, (3)

E — модуль Юнга матерiалу пластини; вiдноснi величини сил зчеплення σk = σk/σmax

мають задовольняти умову скiнченностi напружень
n∑

k=0

σkNk = B, B =
πσ∞

y

2σmax
. (4)

Наведенi у виразах (3) i (4) величини Jk(x) та Nk виписано в [1].
Розв’язок (3) з урахуванням умови (4) для рiвновiддалених вузлiв координатної сiтки

з точнiстю до величин порядку малостi [(d− b)/n]2 можна записати таким чином:

∆(bm) =
L

D
b0
Pm(σ)

Q2(σ)
, m = 1, 2, . . . , n, (5)

де

bm = b0 +m△b, △b = 9b0B
2

8Q2(σ)
, D =

32σmax∆max

9π[σ∞
y ]2

;

σ = (σ0σ1 . . . σn) — вектор вiдносних величин сили зчеплення у вузлах сiтки;

Pm(σ) =
n∑

k=0

amkσk, Q(σ) =
n∑

k=0

ckσk;

am0 = tm1 − tm0 + qm;

amk = tm(k−1) − 2tmk + tm(k+1) (0 < k < n), amn = tm(n−1);

q0 = 2n, qm = mwm0 + 2ymy0 (0 < m < n), qn = 0;

tmk =
1

2
(m− k)2wmk + (2n− k −m)ymyk (m < k < n);

tmn = 0, tmm = 2(n−m)2, tkm = tmk;

c0 = y31 − y30 +
3

2
y0, ck = y3k−1 − 2y3k + y3k+1 (0 < k < n), cn = 1;

yk =
√
n− k, wmk = ln

∣∣∣∣yk − ym
yk + ym

∣∣∣∣.
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Рис. 2

Далi для пружного розв’язку (5) запишемо його в’язкопружний аналог у формi (2).
Скориставшись принципом пружно-в’язкопружної вiдповiдностi, знайдемо

l(t) = L−1L−1

{
4

s2L{E(t)}

}
,

де L та L−1 — пряме та обернене перетворення Лапласа; E(t) — характеристика релаксацiї
матерiалу (в’язкопружний аналог модуля Юнга).

Таким чином, в’язкопружний аналог виразу (5) матиме вигляд

∆[t, bm(t)] = l(t)∆̃[0, bm(t)] +

t∫
0

l(t− τ)∆̃′
τ [τ, bm(t)] dτ. (6)

В кожний момент часу напружено-деформований стан в околi трiщини визначається
системою рiвнянь

T (∆[t, bm(t)]) = σ[t, bm(t)], m = 1, 2, . . . , n, (7)

де T (∆) = T (∆)/σmax.
Протягом iнкубацiйного перiоду довжина трiщини не змiнюється (b0(t) дорiвнює поча-

тковому розмiру трiщини) — система (7) має невiдомими величини σ[t, bm(t)], m = 0, 1, . . . , n.
При зростаннi трiщини невiдомими системи (7) будуть b0(t) та σ[t, bm(t)], m = 1, 2, . . . , n.

Будемо розв’язувати систему (7) в моменти часу tk = k · △t, k = 0, 1, . . . . Введемо
позначення bi,j = bj(ti) — координата j-го вузла сiтки в момент часу ti. Тодi (див. рис. 2)

∆̃′
τ (τ, bk,m) =

∆̃(ti, bk,m)− ∆̃(ti−1, bk,m)

△t , ti−1 6 τ 6 ti,

де

∆̃(ti, bk,m) =

 ∆̃i,j−1 +
bk,m − bi,j−1

△bi
[∆̃i,j − ∆̃i,j−1], bi,j−1 6 bk,m 6 bi,j

0, bk,m > bi,n,

,

∆̃i,j = ∆̃(ti, bi,j) =
L

D
bi,0

Pj [σ(ti)]

Q2[σ(ti)]
,

∆i,j — вiдрив в j-му вузлi сiтки в момент часу ti.
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Зазначимо, що перший доданок у виразi (6) дорiвнює нулю, якщо bk,m > b0,n. Другий
доданок можна переписати у виглядi

tk∫
0

l(tk − τ)∆̃′
τ (τ, bk,m) dτ =

tk∫
ω

l(tk − τ)∆̃′
τ (τ, bk,m) dτ =

= ΛkI∆̃(tI , bk,m) +
k∑

i=I+1

Λki[∆̃(ti, bk,m)− ∆̃(ti−1, bk,m)],

де

ω =

 0, bk,m 6 b0,n,

tI−1 +
bk,m − bI−1,n

bI,n − bI−1,n
△t, bk,m > b0,n

, bI−1,n < bk,m < bI,n,

ΛkI =
1

△t

tI∫
ω

l(tk − τ) dτ ;

Λki =
1

△t

ti∫
ti−1

l(tk − τ) dτ, i = I + 1, I + 2, . . . , k.

(8)

Якщо, наприклад, характеристика повзучостi l(t) знайдена у формi

l(t) = 1 +
∑
r

λr

t∫
0

exp(−βrτ) dτ = l∞ −
∑
r

ξr exp(−βrτ),

ξr =
λr

βr
, l∞ = 1 +

∑
r

ξr,

то

ΛkI = l∞ −
∑
r

ξr exp(−βr(k − I)△t)− exp(−βr[tk − ω])

βr(tk − ω)
;

Λki = l∞ −
∑
r

ξr exp(−βr(k − i)△t)[1− exp(−βr△t)]
βr△t

.

Таким чином, в кожний момент часу tk визначальна система параметрiв напружено-де-
формованого стану (7) набуде вигляду

T

(
l(tk)∆̃(0, bk,m) + ΛkI∆̃(tI , bk,m) +

k∑
i=I+1

Λki[∆̃(ti, bk,m)− ∆̃(ti−1, bk,m)]

)
= σk,m,

m = 0, 1, . . . , n− 1,

(9)

де σk,m = σm(tk), а iндекс I залежить вiд положення точки (tk, bk,m) на площинi час–
координата та визначається згiдно з (8). Невiдомими системи (9) є величини σk,0, σk,1, . . . ,
σk,n−1, якщо ∆k,0 < 1 i величини σk,1, σk,2, . . . , σk,n−1, bk,0 у випадку, коли ∆k,0 = 1.
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Рис. 3

Рис. 4

Числовий розв’язок. Для чисельної iлюстрацiї отриманих розв’язкiв використаємо
закон зчеплення–вiдриву у виглядi

T (∆) = (σn + σl∆) exp(−a∆),

де параметр σl визначається з умови рiвностi вiдносного зчеплення в точцi екстремуму
одиницi:

exp

(
a
σn

σl
− 1

)
=

a

σl
.
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Закон мiстить два параметри форми: параметр σn = T (0) i параметр a, що характеризує
величину сили зчеплення при ∆ = 1. Енергiя руйнування для цього ЗЗВ

ϕ = ∆maxσmax
σl

a

[
σn

σl
+

1

a
−
(
σn

σl
+

1

a
+ 1

)
exp(−a)

]
,

звiдки можна визначити ∆max при заданих величинах σmax i ϕ.
На рис. 3 наведено вузли сiтки (ti, bi,j) в площинi час – координата, отриманi для задачi

з такими параметрами: а) параметри в’язкопружностi — E = 4 ГПа, l∞ = 2, β1 = 0,01 с−1;
б) параметри трiщиностiйкостi — σmax = 30 МПа, ϕ = 600 Н/м; в) параметри форми закону
зчеплення–вiдриву — σn = 0,9, a = 6; г) геометричнi та силовi параметри — початкова
напiвдовжина трiщини b0(0) = 3,5 мм, σ∞

y = 6 МПа; д) параметри дискретизацiї — n = 20,
△t = 7 с.

На рис. 4 вiдображенi використаний для побудови розв’язку закон зчеплення–вiдриву
та значення вiдриву у вершинi трiщини в моменти часу tk (а), розподiл сил зчеплення (б )
та вiдрив (в) в моменти часу tk, а також функцiя повзучостi l(t) та її значення в моменти
часу tk (г).
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Моделирование медленного роста трещины сцепления
в вязкоупругом теле

Институт механики им. С. П. Тимошенко НАН Украины, Киев

Предложена модель медленного роста трещины сцепления, обусловленного линейно-вязкоу-
пругими свойствами материала. Постановка задачи предусматривает выполнение условий
плавности смыкания берегов трещины и закона сцепления–отрыва в каждый момент вре-
мени. Модель демонстрирует увеличение размера зоны сцепления как во время инкубацион-
ного периода развития трещины, так и при ее распространении.

Ключевые слова: модель трещины с зоной сцепления, медленный рост трещины, вязкоу-
пругость.
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A.A. Kaminsky, M. F. Selivanov

Modeling the slow cohesive crack growth in viscoelastic solids

S. P. Timoshenko Institute of Mechanics of the NAS of Ukraine, Kiev

A model cohesive crack growth due to viscoelastic properties of a material is proposed. The problem
statement takes into account that the condition of closure smoothness and the traction-separation
law hold true at an arbitrary moment of time. The model demonstrates increasing the cohesive zone
size both during the incubation period of crack propagation and during the crack growth.

Keywords: cohesive zone model, slow crack growth, viscoelasticity.
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