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Запроваджено нове узагальнення iнтегрального перетворення Фур’є у виглядi

f̃(α) =
1√
2π

∞∫
−∞

f(x)eiαx1Φ
τ,β
1 (a; c;−r(αx)) dx,

де Re c > Re a > 0, (τ, β) ⊂ R, τ − β < 1, r > 0, 1Φ
τ,β
1 (. . .) − (τ, β)-конфлюентна гiпер-

геометрична функцiя. Доведено формулу обернення, подано основнi властивостi нового
iнтегрального перетворення Фур’є. Подано iлюстративнi приклади застосування цього
iнтегрального перетворення.

Ключовi слова: конфлюентна гiпергеометрична функцiя, узагальнене iнтегральне пе-
ретворення, iнтегральне перетворення Фур’є.

За останнi десятирiччя посилився iнтерес до теорiї спецiальних функцiй, оскiльки цi фун-
кцiї вiдiграють важливу роль у рiзноманiтних галузях природничих, технiчних наук, зокре-
ма при розв’язаннi складнiших задач математичної фiзики, аеродинамiки, атомної фiзики,
астрофiзики, акустики, квантової теорiї поля, теорiї iмовiрностей та математичної стати-
стики, бiомедицини та iн.

Серед спецiальних функцiй особливо видiляються гiпергеометричнi функцiї, саме уза-
гальненi та частиннi випадки гiпергеометричних функцiй, як-от: функцiї Бесселя, функцiї
Лежандра, функцiї Матьє, ортогональнi многочлени та iн. — займають панiвне мiсце серед
iнших вищих трансцендентних функцiй завдяки їх великiй практичнiй застосовностi [1–3].

Тепер особливо цiнними для практики виявились узагальненi виродженi (конфлюентнi)
гiпергеометричнi функцiї. Вони вже знайшли застосування в математичнiй фiзицi, теорiї
iмовiрностей, теорiї кодування, в iнтегральному численнi тощо. Цiкавий пiдхiд до узагаль-
нення гiпергеометричних функцiй подав Е. Райт [4].

Зауважимо, що одним iз ефективних сучасних аналiтичних методiв розв’язання дифе-
ренцiальних та iнтегральних рiвнянь, крайових задач математичної фiзики, теорiї пружно-
стi та iн. є метод iнтегральних перетворень. Найвiдомiшими є iнтегральнi перетворення
Фур’є, Лапласа, Меллiна, Меєра, Мелера–Фока.
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Подальше дослiдження нових типiв iнтегральних перетворень є актуальним, потрiбним
для ширшого застосування їх на практицi.

У данiй роботi запроваджується нове узагальнення iнтегрального перетворення Фур’є,
яке, як частинний випадок, мiстить класичне iнтегральне перетворення Фур’є.

1. Узагальнене iнтегральне перетворення Фур’є. Запровадимо узагальнене iнте-
гральне перетворення Фур’є у виглядi:

F (f(x);α) = f̃(α) =
1√
2π

∞∫
−∞

f(x)eiαx1Φ
τ,β
1 (a; c;−r(αx)) dx, (1)

де Re c > Re a > 0, (τ, β) ⊂ R, τ − β < 1, r > 0, 1Φ
τ,β
1 (. . .) − (τ, β)-конфлюентна гiпергео-

метрична функцiя [1]:

1Φ
τ,β
1 (a; c;x) =

1

B(a, c− a)

1∫
0

ta−1(1− t)c−a−1
1Ψ1[

(a,τ);
(c,β);|xt

τ ] dt, (2)

де 1Ψ1(. . .) — узагальнена функцiя Фокса–Райта [4]:

pΨq(z) = pΨq[
(ai;αi)
(bj ;βj)

|z].

При τ = β = 1, r = 0 (1) дає класичне iнтегральне перетворення Фур’є [5].
Зображення функцiї pΨq(z) за допомогою iнтеграла Меллiна–Бернса має вигляд

pΨq(z) =
1

2πi

∫
L−∞

Γ(s)
p∏

i=1
Γ(ai − αis)

q∏
j=1

Γ(bj − βjs)

(−z)−sds,

де шлях iнтегрування L−∞ вiдокремлює всi полюси bi = −l (l = 0, 1, 2, . . .) функцiї Γ(s)
злiва i полюси aik = (ai + k)/ai (i = 1, 2, . . . , p; k = 0, 1, 2, . . .) справа; L−∞ = L — контур,
розмiщений у горизонтальнiй смузi, починається з точки −∞+iφ1 та йде до точки −∞+iφ2

(−∞ < φ1 < φ2 < +∞); s ∈ C.
Для функцiї 1Φ

τ,β
1 (a; c;x) при умовах iснування цiєї функцiї справедливi такi формули

диференцiювання:

d

dx
1Φ

τ,β
1 (a; c;x) =

Γ(c)

Γ(a)

Γ(a+ τ)

Γ(c+ β)
1Φ

τ,β
1 (a+ τ ; c+ β;x), (3)

dn

dxn
1Φ

τ,β
1 (a; c;x) =

Γ(c)

Γ(a)

Γ(a+ τn)

Γ(c+ βn)
1Φ

τ,β
1 (a+ nτ); c+ βn;x). (4)

Подамо властивостi узагальненого iнтегрального перетворення Фур’є (1).
Властивiсть лiнiйностi для iнтегрального перетворення (1) має вигляд

F̃

{
n∑

n=1

Cifi(x);α

}
=

n∑
n=1

CiF̃{f(x);α}, (5)

де Ci = const, i = 1, 2, . . . , n.
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Властивiсть подiбностi

F̃ = {f(δ;α)} = 1

δ
√
2π

∞∫
−∞

f(x)e
iαx
δ 1Φ

τ,β
1

(
a; c;−r

(
αx

δ

))
dx. (6)

Цi властивостi очевиднi.
2. Формула обернення узагальненого iнтегрального перетворення Фур’є. Спра-

ведливою є така теорема.
Теорема 1. За умов iснування узагальненого iнтегрального перетворення Фур’є (1)

справедлива формула

f(t) =
Γ(a)

Γ(c)

∞∫
0

(tx)−1F̃ (x)K(tx) dx,

K(x) =
1

2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

xs

ς(s)
ds,

ς(s) = 2Ψ1[
(a,τ);(s,1);
(c,β); | − r].

(7)

Доведення. Застосуймо iнтегральне перетворення Меллiна:

M{eiαx1Φτ,β
1 (a; c;−r(αx); s)} =

∞∫
0

(αx)s−1eiαx1Φ
τ,β
1 (a; c;−r(αx)) dαx =

=
Γ(c)

Γ(a)

∞∑
n=1

Γ(a+ τn)Γ(s+ n)

Γ(c+ βn)

(−r)n

n!

∞∫
0

(αx)s−1+neiαxdαx =

=
Γ(c)

Γ(a)
2Ψ1[

(a,τ);(s,1);
(c,β); | − r].

Остаточно:

M{f((t); 1− s)} = Γ(c)

Γ(a)
2Ψ1[

(a,τ);(s,1);
(c,β); | − r]−1M{F̃ ; s}.

Звiдки, застосувавши обернення iнтегрального перетворення Меллiна, маємо

f(t) =
Γ(a)

Γ(c)

∞∫
0

(tx)−1F̃ (x)K(tx) dx,

K(x) =
1

2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

xs

ς(s)
ds,

ς(s) = 2Ψ1[
(a,τ);(s,1);
(c,β); | − r].
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3. Спiввiдношення мiж узагальненими iнтегральними перетвореннями Фур’є
похiдних функцiї. Розглянемо F̃ (n)(α):

F̃ (n)(α) =
1√
2π

∞∫
−∞

dnf

dxn
eiαx1Φ

τ,β
1 (a; c;−r(αx)) dx. (8)

Iнтегруємо (8) частинами:

F̃ (n)=
1√
2π

dn−1f

dxn−1
eiαx1Φ

τ,β
1 (a; c;−r(αx))|∞−∞−

1√
2π

∞∫
−∞

dn−1f

dxn−1
[eiαx1Φ

τ,β
1 (a; c;−r(αx))]|′xdx.

Допускаючи, що

lim
|x|→∞

(
dkf

dxk

)
= 0, k = 1, 2, . . . , n− 1, (9)

пiсля повторних iнтегрувань частинами, отримаємо

F̃ (n)(α) = (−iα)nF̃ +A

∞∫
−∞

f(x)eiαx1Φ
τ,β
1 ((a+ nτ); (c+ nβ);−r(αx)) dx, (10)

де

A =
1√
2π

(−1)n(rα)n Γ(c)Γ(a+ nτ)

Γ(a)Γ(c+ nβ)
. (11)

Подамо приклади образiв, знайдених за допомогою узагальненого iнтегрального пере-
творення Фур’є (1), таких функцiй:

1) f(x) =
Jµ[a(z + x)]Jν [a(ς + x)]e−iαxx−n

(z + x)µ(ς + x)ν
,

2) f(x) = Jν−x(a)Jµ+x(a)e
−iαxx−n,

3) f(x) = e−x2−iαxH2m+n(ax)Hn(x)x
−n.

Образи, вiдповiдно, матимуть вигляд:

1) BΓ(µ+ ν)
√
π

√
2

a
Jµ+ν−1/2[a(z − ς)],

2) BJµ+ν(2a), Re(µ+ ν) > 1,

3) B
√
π2−m+1/2 (2m+ n)!

m!
(a2 − 1)man,

де

B =
1√
2π

Γ(c)

Γ(a)

∞∑
n=0

(−rα)nΓ(a+ τn)

Γ(c+ βn)

1

n!
, n ∈ N0.
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У роботi за допомогою узагальненої конфлюентної гiпергеометричної функцiї побудо-
вано нове узагальнене iнтегральне перетворення Фур’є. Формула обернення та основнi вла-
стивостi цього перетворення дають змогу широко застосовувати узагальнене iнтегральне
перетворення Фур’є, зокрема, i в прикладному математичному аналiзi, для обчислення iн-
тегралiв, якi вiдсутнi в математичнiй лiтературi та iн.
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Обобщенное интегральное преобразование Фурье

НТУ Украины “Киевский политехнический институт”

Введено новое обобщение интегрального преобразования Фурье в виде

f̃(α) =
1√
2π

∞∫
−∞

f(x)eiαx1Φ
τ,β
1 (a; c;−r(αx)) dx,

где Re c > Re a > 0, (τ, β) ⊂ R, τ − β < 1, r > 0, 1Φ
τ,β
1 (. . .) − (τ, β)-конфлюэнтная гипергео-

метрическая функция. Доказана формула обращения, даны основные свойства нового инте-
грального преобразования Фурье. Приведены иллюстративные примеры применения этого
интегрального преобразования.

Ключевые слова: конфлюэнтная гипергеометрическая функция, обобщенное интегральное
преобразование, интегральное преобразование Фурье.
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N.O. Virchenko, M. O. Chetvertak

The generalized integral Fourier transform

NTU of Ukraine “Kiev Polytechnic Institute”

A new generalization of the integral Fourier transform

f̃(α) =
1√
2π

∞∫
−∞

f(x)eiαx1Φ
τ,β
1 (a; c;−r(αx))dx,

where Re c > Re a > 0, (τ, β) ⊂ R, τ − β < 1, r > 0, and 1Φ
τ,β
1 (. . .) is the (τ, β)-confluent

hypergeometric function, is introduced. The inversion formula of this integral transform is proved.
The basic properties of a new integral Fourier transform and some examples are given.

Keywords: confluent hypergeometric function, generalized integral transform, Fourier’ integral
transform.
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