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Дослiджено елiптичну крайову задачу для однорiдного диференцiального рiвняння, яка
мiстить додатковi невiдомi функцiї у крайових умовах. Доведено, що оператор, який
вiдповiдає цiй задачi, є обмеженим i нетеровим у пiдходящих парах гiльбертових про-
сторiв Соболєва i iзотропних просторiв Хермандера, що утворюють двобiчну уточнену
соболєвську шкалу. Для останнiх показниками регулярностi служать довiльнi дiйсне
число i додатна функцiя, повiльно змiнна на нескiнченностi за Караматою. Доведено
теореми про апрiорну оцiнку узагальнених розв’язкiв задачi та їх регулярнiсть.
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дера, нетерiв оператор, апрiорна оцiнка розв’язкiв, регулярнiсть розв’язкiв.

Елiптичнi крайовi задачi з додатковими невiдомими функцiями у крайових умовах були
введенi Б. Лавруком [1, 2]. Такi задачi виникають при переходi вiд загальної елiптичної
крайової задачi до формально спряженої задачi (у випадку нерегулярних крайових умов).
Бiльше того, клас цих задач замкнений вiдносно такого переходу. До цього класу належать
рiзнi задачi теорiї пружностi i гiдродинамiки [3, 4].

Для елiптичних крайових задач з додатковими невiдомими функцiями в крайових умо-
вах доведено теореми про нетеровiсть вiдповiдних операторiв, породженi ними iзоморфiзми,
апрiорнi оцiнки розв’язкiв i їх регулярнiсть у двобiчних шкалах функцiональних просторiв
(див. [5, розд. 3] i [6, розд. 2]). Цi шкали складаються з просторiв, введених Я.А. Ройтбер-
гом [7]. Останнi збiгаються з просторами Соболєва лише для достатньо великих показникiв
регулярностi. Для iнших значень показникiв простори Ройтберга мiстять елементи, якi на-
вiть не є розподiлами в евклiдовiй областi, де задана задача.

Мета роботи — встановити версiї цих теорем для двобiчної шкали просторiв, утворених
саме розподiлами в евклiдовiй областi. Така шкала складається з гiльбертових просторiв
Соболєва i деяких iзотропних просторiв Хермандера [8, п. 2.2]. Для останнiх показниками
регулярностi служать довiльнi дiйсне число i додатна функцiя, повiльно змiнна на нескiн-
ченностi за Й. Караматою [9]. Ця уточнена соболєвська шкала була видiлена i дослiджена
В.А. Михайлецем i О.О. Мурачем [10], якi побудували для неї теорiю розв’язностi елiп-
тичних крайових задач [11, 12]. Проте клас елiптичних крайових задач з додатковими не-
вiдомими функцiями в крайових умовах не був охоплений їх теорiєю.

У роботi розглянуто крайовi задачi для однорiдних елiптичних рiвнянь. Оператор, який
вiдповiдає такiй напiводнорiднiй задачi, коректно означений на всiй двобiчнiй уточненiй
соболєвськiй шкалi, що дає можливiсть отримати завершенi результати. Для позитивної
частини шкали цi задачi дослiджено в [13] для неоднорiдних елiптичних рiвнянь.

1. Постановка задачi. Нехай Ω — довiльна обмежена область у евклiдовому просторi
R
n, де n > 2. Припустимо, що її межа Γ := ∂Ω є нескiнченно гладким замкненим многовидом

вимiрностi n−1 (C∞ — структура на Γ є породжена простором R
n). Як звичайно, Ω := Ω

⋃
Γ.
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Виберемо довiльно цiлi числа q > 1, κ > 1, m1, . . . ,mq+κ ∈ [0, 2q − 1] i r1, . . . , rκ. В об-
ластi Ω розглянемо напiводнорiдну лiнiйну елiптичну крайову задачу з κ додатковими не-
вiдомими функцiями на межi Γ:

Au = 0 в Ω, (1)

Bju+

κ∑

k=1

Cj,kvk = gj на Γ, j = 1, . . . , q + κ. (2)

Тут A := A(x,D) — диференцiальний оператор на Ω парного порядку 2q, кожне Bj :=
= Bj(x,D) — крайовий диференцiальний оператор на Γ порядку mj , а кожне Cj,k :=
= Cj,k(x,Dτ ) — дотичний диференцiальний оператор на Γ порядку ordCj,k 6 mj + rk. Усi
коефiцiєнти цих диференцiальних операторiв є нескiнченно гладкi функцiї, заданi на Ω i Γ
вiдповiдно. Функцiя u на Ω i всi функцiї v1, . . . , vκ на Γ є шуканi в крайовiй задачi (1), (2).
У роботi всi функцiї i розподiли вважаються комплекснозначними.

Нагадаємо (див. [5, п. 3.1.3] або [6, п. 2.2]), що крайова задача (1), (2) називається
елiптичною в областi Ω, якщо диференцiальний оператор A правильно елiптичний на Ω,
а система крайових умов (2) накриває A на Γ (тобто задовольняє аналог умови Шапiро–
Лопатинського щодо A на Γ).

Позначимо черезK∞
A (Ω) множину всiх функцiй u ∈ C∞(Ω) таких, що Au = 0 в областi Ω.

Пов’яжемо з крайовою задачею (1), (2) лiнiйне вiдображення

Λ′ : (u, v1, . . . , vκ) 7→
(
B1u+

κ∑

k=1

C1,kvk, . . . , Bq+κu+

κ∑

k=1

Cq+κ,kvk

)
,

де u ∈ K∞
A (Ω), i v1, . . . , vκ ∈ C∞(Γ).

(3)

Дослiдимо властивостi продовження (за неперервнiстю) цього вiдображення у пiдходящих
парах гiльбертових просторiв Хермандера.

Для опису областi значень цього продовження нам знадобиться формула Грiна

(Au,w)Ω +

q+κ∑

j=1

(
Bju+

κ∑

k=1

Cj,kvk, hj

)

Γ

=

= (u,A+w)Ω +

2q∑

j=1

(
Dj−1
ν u,Kjw +

q+κ∑

k=1

Q+
k,jhk

)

Γ

+
κ∑

j=1

(
vj,

q+κ∑

k=1

C+
k,jhk

)

Γ

,

правильна для довiльних функцiй u, w ∈ C∞(Ω) i v1, . . . , vκ, h1, . . . , hq+κ ∈ C∞(Γ) (див. [5,
теорема 3.1.2]). Тут i далi через (·, ·)Ω i (·, ·)Γ позначено скалярнi добутки в просторах L2(Ω)
i L2(Γ) усiх функцiй, квадратично iнтегровних на Ω i Γ вiдповiдно, а також розширення за
неперервнiстю цих скалярних добуткiв. Тут також A+ є диференцiальний оператор, фор-
мально спряжений до A вiдносно (·, ·)Ω, а C+

k,j i Q+
k,j є дотичнi диференцiальнi оператори,

формально спряженi вiдповiдно до Ck,j i Qk,j вiдносно (·, ·)Γ. При цьому дотичний дифе-
ренцiальний оператор Qk,j := Qk,j(x,Dτ ) узято iз зображення крайового диференцiального
оператора Bj у виглядi

Bj(x,D) =

2q∑

k=1

Qj,k(x,Dτ )D
k−1
ν
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(якщо k > mj , то Qj,k := 0). Тут i у формулi Грiна Dν := i∂ν , де i — уявна одиниця,
а ∂ν — оператор диференцiювання вздовж внутрiшньої нормалi до межi Γ областi Ω. Крiм
того, Kj := Kj(x,D) є деякий лiнiйний крайовий диференцiальний оператор на Γ порядку
ordKj 6 2q − j.

З урахуванням формули Грiна розглянемо таку напiводнорiдну крайову задачу в облас-
тi Ω з q + κ додатковими невiдомими функцiями на межi Γ:

A+w = 0 в Ω, (4)

Kjw +

q+κ∑

k=1

Q+
k,jhk = χj на Γ, j = 1, . . . , 2q, (5)

q+κ∑

k=1

C+
k,jhk = χ2q+j на Γ, j = 1, . . . ,κ. (6)

Ця задача є формально спряженою до задачi (1), (2) вiдносно вказаної формули Грiна.
Вiдмiтимо, що задача (1), (2) елiптична в областi Ω тодi i тiльки тодi, коли там елiптична
формально спряжена задача (4)–(6) (див. [5, теорема 3.1.2]).

2. Уточнена соболєвська шкала. Розглянемо гiльбертовi функцiональнi простори,
в яких буде дослiджена крайова задача (1), (2). Вони утворюють уточнену соболєвську
шкалу {Hs,ϕ : s ∈ R, ϕ ∈ M}, введену в [10]. Тут i надалi M — множина всiх вимiрних
за Борелем функцiй ϕ : [1,∞) → (0,∞), якi обмеженi й вiдокремленi вiд нуля на кожному
компактi i повiльно змiнюються на нескiнченностi за Й. Караматою [9], тобто ϕ(λt)/ϕ(t) → 1
при t→ ∞ для кожного λ > 0. Повiльно змiннi функцiї добре вивченi i мають рiзноманiтнi
застосування [14]. Їх характерним прикладом є функцiя

ϕ(t) := (ln t)r1(ln ln t)r2 · · · (ln . . . ln t)rk , t ≫ 1,

де k ∈ N i r1, . . . , rk ∈ R.
Нехай s ∈ R i ϕ ∈ M. Означимо простiр Hs,ϕ спочатку на R

n, де n > 1, а потiм на Ω
i Γ. Будемо додержуватись монографiї [12, пп. 1.3, 2.1, 3.2].

За означенням, комплексний лiнiйний простiр Hs,ϕ(Rn) складається з усiх повiльно зро-
стаючих розподiлiв w на R

n таких, що їх перетворення Фур’є ŵ є локально сумовним за
Лебегом на R

n i задовольняє умову

‖w‖2Hs,ϕ(Rn) :=

∫

Rn

〈ξ〉2sϕ2(〈ξ〉)|ŵ(ξ)|2dξ <∞,

де 〈ξ〉 := (1 + |ξ|2)1/2. Простiр Hs,ϕ(Rn) гiльбертiв вiдносно норми ‖w‖Hs,ϕ(Rn).
Простiр Hs,ϕ(Rn) є iзотропний випадок гiльбертових просторiв B2,µ, введених i дослiд-

жених Л. Хермандером [8, п. 2.2] i також Л.Р. Волевичем, Б.П. Панеяхом [15, § 2]. Для
цих просторiв показником регулярностi служить вагова функцiя µ : Rn → (0,∞). У нас
µ(ξ) = 〈ξ〉sϕ(〈ξ〉) є радiальною функцiєю аргументу ξ ∈ R

n.
У випадку, коли ϕ ≡ 1, простiр Hs,ϕ(Rn) стає гiльбертовим простором Соболєва Hs(Rn)

порядку s. Взагалi, виконуються неперервнi i щiльнi вкладення

Hs+ε(Rn) →֒ Hs,ϕ(Rn) →֒ Hs−ε(Rn) для кожного ε > 0. (7)
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З них видно, що у класi просторiв {Hs,ϕ(Rn) : s ∈ R, ϕ ∈ M} числовий параметр s задає
основну регулярнiсть, а функцiональний параметр ϕ— додаткову регулярнiсть, пiдпорядко-
вану основнiй. Коротко кажучи, ϕ уточнює основну регулярнiсть s. Тому цей клас названо
уточненою соболєвською шкалою на R

n. Її аналоги для Ω i Γ означаються таким чином.
Лiнiйний простiр Hs,ϕ(Ω) складається, за означенням, зi звужень на область Ω усiх

розподiлiв w ∈ Hs,ϕ(Rn). У ньому введена норма за формулою

‖u‖Hs,ϕ(Ω) := inf{‖w‖Hs,ϕ(Rn) : w ∈ Hs,ϕ(Rn), w = u в Ω},

де u ∈ Hs,ϕ(Ω). Цей простiр гiльбертiв i сепарабельний вiдносно введеної норми, а множина
C∞(Ω) щiльна в ньому.

Лiнiйний простiр Hs,ϕ(Γ) складається, коротко кажучи, з усiх розподiлiв на Γ, якi в ло-
кальних координатах належать до Hs,ϕ(Rn−1). Дамо детальне означення. Iз C∞-структури
на многовидi Γ виберемо який-небудь скiнченний атлас, утворений локальними картами
αj : R

n−1 ↔ Γj, де j = 1, . . . , λ. Тут вiдкритi множини Γ1, . . . ,Γλ складають покриття мно-
говиду Γ. Крiм того, довiльно виберемо функцiї χj ∈ C∞(Γ), де j = 1, . . . , λ, якi утворюють
розбиття одиницi на Γ, що задовольняє умову suppχj ⊂ Γj. Тодi, за означенням, простiр
Hs,ϕ(Γ) складається з усiх розподiлiв h на Γ таких, що (χjh)◦αj ∈ Hs,ϕ(Rn−1) для кожного
номера j ∈ {1, . . . , λ}. Тут (χjh) ◦ αj є зображенням розподiлу χjh у локальнiй картi αj .
Норма в просторi Hs,ϕ(Γ) означена за формулою

‖h‖Hs,ϕ(Γ) :=

(
λ∑

j=1

‖(χjh) ◦ αj‖2Hs,ϕ(Rn−1)

)1/2

.

Цей простiр гiльбертiв i сепарабельний. Вiн з точнiстю до еквiвалентностi норм не залежить
вiд зробленого вибору атласу i розбиття одиницi [12, теорема 2.3]. Множина C∞(Γ) щiльна
в просторi Hs,ϕ(Γ).

Цi гiльбертовi функцiональнi простори утворюють уточненi соболєвськi шкали

{Hs,ϕ(Ω): s ∈ R, ϕ ∈ M} i {Hs,ϕ(Γ): s ∈ R, ϕ ∈ M} (8)

на Ω i Γ вiдповiдно. Вони мiстять гiльбертовi соболєвськi шкали: якщо ϕ(t) ≡ 1, тоHs,ϕ(Ω) =
=: Hs(Ω) i Hs,ϕ(Γ) =: Hs(Γ) є простори Соболєва порядку s ∈ R.

Для шкал (8) виконуються компактнi i щiльнi вкладення (7), якщо у формулi (7) замi-
нити R

n на Ω або Γ вiдповiдно.
3. Результати. Сформулюємо результати роботи про властивостi напiводнорiдної елi-

птичної крайової задачi (1), (2) в уточнених соболєвських шкалах (8).
Iз задачею (1), (2) i формально спряженою задачею (4)–(6) пов’яжемо лiнiйнi просто-

ри N i N+ нескiнченно гладких розв’язкiв цих задач у випадку однорiдних крайових умов.
А саме: N складається з усiх розв’язкiв (u, v1, . . . , vκ) ∈ C∞(Ω) × (C∞(Γ))κ задачi (1), (2)
у випадку, коли всi gj = 0 на Γ, а N+ складається з усiх розв’язкiв (w, h1, . . . , hq+κ) ∈
∈ C∞(Ω) × (C∞(Γ))q+κ задачi (4)–(6) у випадку, коли всi χj = 0 i всi χ2q+j = 0 на Γ.
Оскiльки цi задачi елiптичнi в Ω, простори N i N+ скiнченновимiрнi [5, лема 3.4.2]. Позна-
чимо через N+

1 скiнченновимiрний простiр усiх векторiв (h1, . . . , hq+κ) ∈ (C∞(Γ))q+κ таких,
що (w, h1, . . . , hq+κ) ∈ N+ для деякого w ∈ C∞(Ω).

Покладемо Ks,ϕ
A (Ω) := {u ∈ Hs,ϕ(Ω): Au = 0 в Ω} для довiльних s ∈ R i ϕ ∈ M.

Тут образ Au розумiємо в сенсi теорiї розподiлiв, а Ks,ϕ
A (Ω) розглядаємо як (замкнений)
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пiдпростiр гiльбертового простору Hs,ϕ(Ω). Згiдно з [12, теорема 3.11] множина K∞
A (Ω)

щiльна в Ks,ϕ
A (Ω). Введемо гiльбертовi простори

Ks,ϕ
A (Ω,Γ) := Ks,ϕ

A (Ω)⊕
κ⊕

k=1

Hs+rk−1/2,ϕ(Γ), Hs,ϕ(Γ) :=

q+κ⊕

j=1

Hs−mj−1/2,ϕ(Γ).

Теорема 1. Для довiльних s ∈ R i ϕ ∈ M вiдображення (3) продовжується єдиним
чином (за неперервнiстю) до обмеженого оператора

Λ′ : Ks,ϕ
A (Ω,Γ) → Hs,ϕ(Γ). (9)

Цей оператор нетерiв. Його ядро збiгається з N , а область значень складається з усiх
векторiв (g1, . . . , gq+κ) ∈ Hs,ϕ(Γ) таких, що

(g1, h1)Γ + . . .+ (gq+κ , hq+κ)Γ = 0 для кожного (h1, . . . , hq+κ) ∈ N+
1 . (10)

Iндекс оператора (9) дорiвнює dimN − dimN+
1 i не залежить вiд s та ϕ.

З огляду на цю теорему нагадаємо, що лiнiйний обмежений оператор T : E1 → E2, що
дiє у парi банахових просторiв E1 i E2, називають нетеровим, якщо його ядро ker T i ко-
ядро E2/T (E1) скiнченновимiрнi. Якщо оператор нетерiв, то його область значень T (E1)
замкнена в E2, а iндекс indT := dimkerT − dim(E2/T (E1)) скiнченний.

Якщо N = {0} i N+
1 = {0}, то оператор (9) є iзоморфiзмом за теоремою 1. У загаль-

нiй ситуацiї цей оператор породжує iзоморфiзм мiж деякими пiдпросторами, що мають
скiнченну ковимiрнiсть. У цьому зв’язку розглянемо такi розклади просторiв, в яких дiє
оператор (9), у виглядi прямих сум пiдпросторiв

Ks,ϕ
A (Ω,Γ) = N ∔

{
(u, v1, . . . , vκ) ∈ Ks,ϕ

A (Ω,Γ):

(u, u(0))Ω +

κ∑

k=1

(vk, v
(0)
k )Γ = 0 для всiх (u(0), v

(0)
1 , . . . , v(0)κ ) ∈ N

}
, (11)

Hs,ϕ(Γ) = N+
1 ∔ {(g1, . . . , gq+κ) ∈ Hs,ϕ(Γ): виконується (10)}. (12)

Позначимо через P i P+
1 вiдповiдно проектори просторiв Ks,ϕ

A (Ω,Γ) i Hs,ϕ(Γ) на другий
доданок у сумах (11) i (12) паралельно першому доданку. Цi проектори не залежать (як
вiдображення) вiд s i ϕ.

Теорема 2. Для довiльних s ∈ R i ϕ ∈ M звуження оператора (9) на пiдпростiр
P (Ks,ϕ

A (Ω,Γ)) є iзоморфiзмом

Λ′ : P (Ks,ϕ
A (Ω,Γ)) ↔ P+

1 (Hs,ϕ(Γ)). (13)

Перейдемо до властивостей узагальнених розв’язкiв елiптичної крайової задачi (1), (2).
Попередньо дамо означення такого розв’язку.

Позначимо через K−∞
A (Ω,Γ) об’єднання усiх просторiв Ks,ϕ

A (Ω,Γ), де s ∈ R i ϕ ∈ M. За
теоремою 1 для кожного вектора

(u, v) := (u, v1, . . . , vκ) ∈ K−∞
A (Ω,Γ) (14)
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коректно означенi за замиканням правi частини елiптичної крайової задачi (1), (2). Його
називаємо (сильним) узагальненим розв’язком цiєї задачi. Вiн задовольняє таку апрiорну
оцiнку.

Теорема 3. Нехай s ∈ R, ϕ ∈ M i число σ > 0. Тодi iснує число c > 0 таке, що

‖(u, v)‖Ks,ϕA (Ω,Γ) 6 c(‖Λ′(u, v)‖Hs,ϕ(Γ) + ‖(u, v)‖Ks−σ,ϕA (Ω,Γ)) (15)

для довiльного вектора (u, v) ∈ Ks,ϕ
A (Ω,Γ). Тут c = c(s, ϕ, σ) не залежить вiд (u, v).

Дослiдимо регулярнiсть узагальненого розв’язку.
Теорема 4. Нехай вектор (14) є узагальненим розв’язком елiптичної крайової зада-

чi (1), (2), правi частини якої задовольняють умову g := (g1, . . . , gq+κ) ∈ Hs,ϕ(Γ) для
деяких параметрiв s ∈ R i ϕ ∈ M. Тодi (u, v) ∈ Ks,ϕ

A (Ω,Γ).
Покладемо m := max{m1, . . . ,mq+κ}. З огляду на вкладення Ks,ϕ

A (Ω) ⊂ C∞(Ω) уза-
гальнений розв’язок (14) крайової задачi (1), (2) називається класичним, якщо u ∈ Cm(Ω)
i vk ∈ Cm+rk(Γ) для кожного k ∈ {1, . . . ,κ}. Тодi лiвi частини рiвнянь (2) обчислюються за
допомогою класичних похiдних i є неперервними функцiями.

Теорема 5. Припустимо, що вектор (14) є узагальненим розв’язком елiптичної кра-
йової задачi (1), (2), правi частини якої задовольняють умову g ∈ Hm+n/2,ϕ(Γ) для деякого
параметра ϕ ∈ M такого, що

∞∫

1

dt

tϕ2(t)
<∞. (16)

Тодi цей розв’язок класичний.
Зауважимо, що в теоремi 5 умова (16) не лише достатня для класичностi розв’язку (14),

але й необхiдна на класi всiх розглянутих узагальнених розв’язкiв.
Вiдмiтимо, що теореми 1–4 є новими i для соболєвських просторiв, тобто коли ϕ ≡ 1.
4. Обгрунтування результатiв. Теорема 1 у соболєвському випадку, коли s ∈ Z i ϕ ≡

≡ 1, випливає з [5, теорема 3.4.1]. Це доводиться за допомогою мiркувань, подiбних до
тих, що наведенi в [12, п. 4.4.2] (доведення теореми 4.25). Для довiльних s ∈ R i ϕ ∈ M
теорема 1 виводиться iз соболєвського випадку методом iнтерполяцiї з функцiональним
параметром пар гiльбертових просторiв (її означення i властивостi викладенi в [12, п. 1.1]).
А саме: виберемо додатнi числа ε i δ такi, що s−ε i s+δ є цiлими числами. Маємо обмеженi
i нетеровi оператори Λ′ : Ks−ε

A (Ω,Γ) → Hs−ε(Γ) i Λ′ : Ks+δ
A (Ω,Γ) → Hs+δ(Γ), що дiють у парах

просторiв Соболєва. (У випадку ϕ ≡ 1 пропускаємо iндекс ϕ у позначеннях просторiв.)
Означимо iнтерполяцiйний параметр ψ за формулами ψ(t) := tε/(ε+δ)ϕ(t1/(ε+δ)) при t > 1
i ψ(t) := ϕ(1) при 0 < t < 1. Застосувавши iнтерполяцiю з параметром ψ, отримаємо
обмежений оператор

Λ′ : [Ks−ε
A (Ω,Γ),Ks+δ

A (Ω,Γ)]ψ → [Hs−ε(Γ),Hs+δ(Γ)]ψ .

Згiдно з [12, теорема 1.7] нетеровiсть цього оператора й iншi його властивостi, сформульо-
ванi в теоремi 1, є наслiдком нетеровостi зазначених вище операторiв, якi дiють у просторах
Соболєва та мають спiльне ядро i однаковий iндекс. Залишається використати iнтерполя-
цiйнi формули

[Ks−ε
A (Ω,Γ),Ks+δ

A (Ω,Γ)]ψ = Ks,ϕ
A (Ω,Γ), [Hs−ε(Γ),Hs+δ(Γ)]ψ = Hs,ϕ(Γ). (17)
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Вони є наслiдками теорем 1.5 i 2.2 з [12] i рiвностi [Ks−ε
A (Ω),Ks+δ

A (Ω)]ψ = Ks,ϕ
A (Ω). Остання

випливає з другої рiвностi в (17) для κ = 0 на пiдставi теореми 3.11 з [12].
Теорема 2 випливає з теореми 1. Справдi, за теоремою 1 N — ядро, а P+

1 (Hs,ϕ(Γ)) —
область значень обмеженого оператора (9). Тому обмежений оператор (13) є бiєкцiєю i за
теоремою Банаха про обернений оператор є iзоморфiзмом.

Перейдемо до теореми 3. Для довiльного вектора (u, v) ∈ Ks,ϕ
A (Ω,Γ) потрiбна оцiнка (15)

випливає з нерiвностей

‖P (u, v)‖Ks,ϕA (Ω,Γ) 6 c1‖Λ′(u, v)‖Hs,ϕ(Γ), ‖(1− P )(u, v)‖Ks,ϕA (Ω,Γ) 6 c2‖(u, v)‖Ks−σ,ϕA (Ω,Γ).

Тут c1 є норма оператора, оберненого до iзоморфiзму (13), а c2 є норма оператора 1 −
− P : Ks−σ,ϕ

A (Ω,Γ) → N , де N розглядається як скiнченновимiрний пiдпростiр в Ks,ϕ
A (Ω,Γ).

Обгрунтуємо теорему 4. Нехай вектори (u, v) i g задовольняють її умову. Оскiльки
g ∈ P+

1 (Hs,ϕ(Γ)), то за теоремою 2 iснує розв’язок (u′, v′) ∈ Ks,ϕ
A (Ω,Γ) крайової задачi

Λ′(u′, v′) = g. Звiдси (u − u′, v − v′) ∈ N i тому (u, v) ∈ Ks,ϕ
A (Ω,Γ).

Теорема 5 випливає з теореми 4 i версiй [12, теореми 2.8, 3.4] теореми вкладення Хер-
мандера [8, теорема 2.2.7] для шкал просторiв (8). Справдi, з умови g ∈ Hm+n/2,ϕ(Γ) ви-

пливає включення (u, v) ∈ Km+n/2,ϕ
A (Ω,Γ) за теоремою 4. Тодi u ∈ Hm+n/2,ϕ(Ω) ⊂ Cm(Ω)

i vk ∈ Hm+n/2+rk−1/2,ϕ(Γ) ⊂ Cm+rk(Γ) для кожного номера k ∈ {1, . . . ,κ} на пiдставi цих
версiй i умови (16). Отже, розв’язок (u, v) класичний.

Автор висловлює вдячнiсть О.О. Мурачу за керiвництво роботою.
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8. Hörmander L. Linear differential operators with partial derivatives, Moscow: Mir, 1965 (in Russian).

9. Karamata J. Mathematica (Cluj), 1930, 3: 33–48.

10. Mikhailets V.А., Murach А.А. Ukr. Math. J., 2006, 58, No 3: 398–417.

11. Mikhailets V.A., Murach A.A. Banach J. Math. Anal., 2012, 6, No 2: 211–281.

12. Mikhailets V.A., Murach A.A. Hörmander spaces, interpolation, and elliptic problems, Berlin, Boston: De
Gruyter, 2014.

13. Chepurukhina I. S. Zb. prats’ Inst. Mat. NAN Ukraine, 2014, 11, No 2: 284–304 (in Ukrainian).

14. Seneta E. Regularly varying functions, Berlin: Springer, 1976.

15. Volevich L.R., Paneah B. P. Uspekhi Mat. Nauk, 1965, 20, No 1: 3–74 (in Russian).

Надiйшло до редакцiї 10.02.2015Iнститут математики НАН України, Київ

И.С. Чепурухина

Полуоднородная эллиптическая задача с дополнительными
неизвестными функциями в краевых условиях

Институт математики НАН Украины, Киев

Исследована эллиптическая краевая задача для однородного дифференциального уравнения,
содержащая дополнительные неизвестные функции в краевых условиях. Доказано, что опе-
ратор, соответствующий этой задаче, является ограниченным и нетеровым в подходящих
парах гильбертовых пространств Соболева и изотропных пространств Хермандера, кото-
рые образуют двустороннюю уточненную соболевскую шкалу. Для последних показателями
регулярности служат произвольные вещественное число и положительная функция, мед-
ленно меняющаяся на бесконечности по Карамата. Доказаны теоремы об априорной оценке
обобщенных решений задачи и их регулярности.

Ключевые слова: эллиптическая краевая задача, медленно меняющаяся функция, прост-
ранство Хермандера, нетеров оператор, априорная оценка решений, регулярность решений.
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I. S. Chepurukhina

A semihomogeneous elliptic problem with additional unknown functions
in boundary conditions

Institute of Mathematics of the NAS of Ukraine, Kiev

We investigate an elliptic boundary-value problem for a homogeneous differential equation, the
problem containing additional unknown functions in the boundary conditions. We prove that the
operator corresponding to this problem is bounded and Noetherian in appropriate pairs of inner
product Sobolev spaces and Hörmander spaces that form a two-sided refined Sobolev scale. For the
latter spaces, the regularity indices are an arbitrary real number and a positive function that varies
slowly at infinity in the sense of Karamata. We prove theorems on a priori estimates of generalized
solutions to the problem and their regularity.

Keywords: elliptic boundary-value problem, slowly varying function, Hörmander space, Noetheri-
an operator, a priori estimate for solutions, regularity of solutions.
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