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Проведен кинематический анализ распространения осесимметричных электроупругих
волн в неоднородном по толщине полом цилиндре из функционально градиентного ма-
териала, поляризованного в радиальном направлении при электрическом способе возбуж-
дения волн. Свойства материала цилиндра изменяются по экспоненциальному зако-
ну в направлении радиальной координаты. Боковые поверхности цилиндра свободны от
внешних воздействий и покрыты бесконечно тонкими электродами, к которым при-
ложена гармонически изменяющаяся разность потенциалов ±V0ei(kz−ωt). Для решения
этой задачи предложен эффективный численно-аналитический метод. После примене-
ния метода разделения переменных и представления решения в виде бегущих волн по
длине цилиндра начальная задача теории электроупругости в частных производных сво-
дится к неоднородной краевой задаче в обыкновенных дифференциальных уравнениях. По-
лученная система решается устойчивым методом дискретной ортогонализации. При-
ведены результаты численных исследований для цилиндра из функционально градиен-
тной пьезокерамики PZT 4.

В данной работе рассматривается осесимметричная задача о распространении вынужден-
ных акустоэлектрических волн в неоднородном по толщине полом цилиндре из функцио-
нально градиентной пьезокерамики, поляризованной в радиальном направлении. Первые
наборы частных решений дифференциальных уравнений в частных производных (урав-
нений Ламе) в цилиндрических координатах были построены в работах Похгаммера [1] и
Кри [2, 3]. С того времени выполнено значительное количество работ, посвященных исследо-
ванию волновой картины в бесконечном упругом цилиндре кругового поперечного сечения.
Содержание этих исследований достаточно полно отражено в обзорах [4, 5 и др.] и моно-
графиях [6, 7 и др.]. Связанные поля значительно усложняют выполнение исследований.
Так, для пьезокерамического цилиндра только в случае осевой поляризации пьезокерамики
для продольных осесимметричных волн и в случае окружной поляризации для крутильных
волн возможно представление решения через специальные функции. Учет неоднородности
материала цилиндра еще более усложняет задачу, в то время как в большинстве устройств
используются именно неоднородные пьезоэлектрические материалы (биморфы). Исследова-
ния, посвященные этой проблематике, можно найти в [8, 9]. На сегодняшний день все более
широкое применение находят так называемые функционально градиентные пьезоэлектри-
ческие материалы (ФГПМ), сочетающие преимущества биморфов и лишенные проблемной
зоны — поверхности соединения материалов с различными коэффициентами температурно-
го расширения. Попытка учесть непрерывно изменяющиеся свойства материала приводит
нас к тому, что модули материала являются не константами, а функциями по одной из
координат [10–12 и др.]. Это составляет серьезную проблему для применения многих чис-
ленных методов.
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В данной работе для решения задачи о распространении вынужденных акустоэлектри-
ческих волн в неоднородном по толщине полом цилиндре из функционально градиентной
пьезокерамики, поляризованной в радиальном направлении, предложен эффективный чис-
ленно-аналитический подход. На основании предложенного подхода проведен кинематичес-
кий анализ распространяющихся вдоль оси цилиндра акустоэлектрических волн. Исследо-
вано также влияние фактора неоднородности на кинематические характеристики распро-
страняющихся волн.

Постановка задачи. Основные уравнения. Осесимметричные продольные уравне-
ния движения в цилиндрической системе координат (r, θ, z) имеют вид

∂σrr
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+
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+
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(1)

Уравнения электростатики:
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Геометрические соотношения:
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Здесь σij — компоненты тензора напряжений; ρ — плотность материала; ω — круговая
частота; ui — компоненты вектора перемещений; Di — компоненты вектора электрической
индукции; Ei — компоненты вектора напряженности электрического поля; φ — электроста-
тический потенциал; εij — компоненты тензора деформаций.

Физические соотношения для пьезокерамического материала, поляризованного в ра-
диальном направлении, таковы:

σrr = c33εrr + c13εθθ + c13εzz − e33Er;

σθθ = c13εrr + c11εθθ + c12εzz − e13Er;

σzz = c13εrr + c12εθθ + c11εzz − e13Er;

σrz = 2c55εrz − e15Ez;

Dr = e33εrr + e13εθθ + e13εzz + ε33Er;

Dz = 2e15εrz + ε33Ez,

(4)

где cij — компоненты тензора модулей упругости; eij — компоненты тензора пьезомодулей;
εij — компоненты тензора диэлектрической проницаемости материала.

Указанные выше компоненты являются функциями радиальной координаты:

cij = coije
mr, eij = eoije

mr, εij = εoije
mr.

Здесь coij , e
o
ij и coij — значения соответствующих модулей на внешней поверхности цилиндра;

значение m определяется экспериментально и обычно находится в пределах −2 6 m 6 2.
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Граничные условия на боковых поверхностях цилиндра (при r = R0 ± h) задаются
следующие.

Поверхности свободны от внешних усилий σrr = σrz = 0 и покрыты тонкими электро-
дами, к которым подведена гармоническая разность потенциалов: φ = ±V0ei(kz−ωt), R0 —
радиус серединной поверхности цилиндра; h — половина толщины цилиндра.

Разрешающий вектор выбираем смешанного типа:

R = {σrr, σrz, φ, ur, uz,Dr}T . (5)

Решая систему (1)–(4) относительно разрешающего вектора, после ряда преобразований
получим
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Решение задачи. Решение задачи будем искать в виде волн, бегущих в осевом на-
правлении:

σrr(r, z, t) = iλσrr(r)e
i(kz−ωt); σrz(r, z, t) = λσrz(r)e

i(kz−ωt);

φ(r, z, t) = h
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φ(r)ei(kz−ωt); ur(r, z, t) = ihur(r)e

i(kz−ωt);

uz(r, z, t) = huz(r)e
i(kz−ωt); Dr(r, z, t) =
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(7)

Используя представление (5), исходную двумерную задачу теории электроупругости
в частных производных можно свести к краевой задаче в обыкновенных дифференциаль-
ных уравнениях:

dR

dx
= A(x, ς,Ω)R (8)

с граничными условиями:

B1R(−1) = C1, B2R(1) = C2, (9)

где вектор C1 = {0, 0,−V0, 0, 0}T и вектор C2 = {0, 0, V0, 0, 0}T .
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Рис. 1

Здесь введены безразмерные величины:

Ω = ωh

√
ρ

λ
; c̃ij =

c0ij
λ
; ẽij =

e0ij√
ε0λ

; ε̃ij =
ε0ij
ε0

; x =
r −R0

h
,

где ρ — плотность материала цилиндра; R0 — радиус срединной поверхности; ε0 — диэлект-
рическая проницаемость вакуума; λ = 1010 H/м2.

Решение задачи (8) и (9) было выполнено устойчивым методом дискретной ортогонали-
зации в сочетании с методом пошагового поиска.

Результаты численного анализа. Ниже приведены результаты численного анализа
краевой задачи (8), (9). На внешней поверхности цилиндра заданы следующие характерис-
тики пьезокерамики PZT 4:

c011 = 13,9 · 1010 H
м2

; c012 = 7,43 · 1010 H
м2

; c013 = 7,78 · 1010 H
м2

;

c033 = 11,5 · 1010 H
м2

; c055 = 2,56 · 1010 H
м2

; e013 = −5,2
K

м2
;

e015 = 12,7
K

м2
; e033 = 15,1

K

м2
; ε011 = 730; ε033 = 635.

Для случая однородной задачи (свободные движения) наблюдаются (как это было отме-
чено в работах [13]) качественные различия в дисперсионных соотношениях. Лучше это
видно, если рассмотреть фазовые скорости распространяющихся волн. Так для однородного
цилиндра (рис. 1) первые две волны SW (0) и AU(0) в коротковолновом диапазоне выходят
на поверхностную волну рэлеевского типа. В рисунках используются обозначения для волн,
принятые в работе [13]. Маркировка SW (0) означает, что волна рождается (ς = 0) как сим-
метричные продольные колебания (колебания расширения–сжатия), AU(0) — антисиммет-
ричные (изгибные) радиальные колебания. Остальные ветви в коротковолновом диапазоне
довольно быстро выходят на волны, распространяющиеся без дисперсии, с постоянной ско-
ростью, которая больше скорости поверхностных волн и меньше скорости объемных волн
в безграничном пространстве. Назовем эти волны волнами Похгаммера–Кри по аналогии
с волнами Лэмба в пластине.

Для случая, когда материал цилиндра неоднородный, наблюдается существенная пе-
рестройка спектра фазовых скоростей. Для положительного значения параметра неодно-
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Рис. 2

Рис. 3

родности m = 1,5 (модули материала имеют меньшие значения на внешней поверхности
цилиндра) соответствующие фазовые скорости распространяющихся волн представлены на
рис. 2. Из приведенного рисунка видно, что только первая ветвь выходит на бездисперсион-
ную волну, все остальные распространяются с существенной дисперсией.

Рассмотрим, как происходит трансформация распределения перемещений по толщине
при уменьшении длины волны. Для случая однородного материала (рис. 3, жирная ли-
ния), первая ветвь SW (0) выходит на поверхностную волну рэлеевского типа, распростра-
няющуюся вдоль внешней поверхности цилиндра. Вторая ветвь AU(0) в коротковолновом
диапазоне выходит на поверхностную волну рэлеевского типа, распространяющуюся вдоль
внутренней поверхности цилиндра (рис. 4, жирная линия).

Данные представлены для значения ς = 3π. В случае же, когда материал цилиндра не-
однородный, наблюдаются качественные отличия в характере распределения амплитуд пе-
ремещений. Как это уже отмечалось выше, только первая ветвь выходит на поверхностную
волну рэлеевского типа (рис. 3), причем значительно позже, чем в случае однородного ма-
териала. Как видно из приведенного рисунка, для положительных значений параметра не-
однородности m (случай, когда модули материала имеют большие значения на внутренней
поверхности цилиндра) распределения амплитуд перемещений в волне качественно совпа-
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Рис. 4

дают со случаем однородного материала. То есть первая ветвь выходит на поверхностную
волну рэлеевского типа, распространяющуюся вдоль внешней поверхности цилиндра. Для
отрицательных значений параметра неоднородности m (случай, когда модули материала
имеют большие значения на внешней поверхности цилиндра) первая ветвь выходит на по-
верхностную волну рэлеевского типа, распространяющуюся вдоль внутренней поверхности
цилиндра.

Таким образом, в обоих случаях первая ветвь выходит на поверхностную волну рэлеевс-
кого типа, распространяющуюся вдоль поверхности с меньшими значениями модулей.

Анализ результатов. Неоднородность материала цилиндра приводит к существенным
отличиям в характере распределения амплитуд перемещений бегущих волн. Особенно су-
щественные отличия наблюдаются для первых двух ветвей дисперсионных соотношений.
Так, в случае однородного материала цилиндра первая ветвь в коротковолновом диапазоне
выходит на поверхностную волну рэлеевского типа, распространяющуюся вдоль внешней
поверхности цилиндра. Вторая ветвь выходит на поверхностную волну рэлеевского типа,
распространяющуюся вдоль внутренней поверхности цилиндра. В случае же неоднородного
материала только первая ветвь выходит на поверхностную волну рэлеевского типа, распро-
страняющуюся вдоль поверхности с наименьшими значениями модулей. Вторая же ветвь
не выходит на поверхностную волну и распространяется с дисперсией.
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I. А. Лоза

Про поширення осесиметричних електропружних хвиль у
порожнистому цилиндрi з функцiонально градiєнтного
п’єзокерамiчного матерiалу

Проведено кiнематичний аналiз поширення вiсесиметричних електропружних хвиль у не-
однорiдному по товщинi порожнистому цилiндрi з функцiонально градiєнтного матерiалу,
поляризованого у радiальному напрямi при електричному способi збудження хвиль. Влас-
тивостi матерiалу змiнюються за експоненцiальним законом в напрямi радiальної коор-
динати. Бiчнi поверхнi цилiндра вiльнi вiд механiчних навантажень та вкритi нескiн-
ченно тонкими електродами, до яких пiдведена гармонiчно змiнна рiзниця потенцiалiв
±V0ei(kz−ωt). Для розв’язання даної задачi запропоновано ефективний чисельно-аналiтичний
метод. Пiсля роздiлення змiнних i зображення розв’язку у виглядi хвиль, бiжучих вздовж
цилiндра, початкова задача теорiї електропружностi у частинних похiдних зводиться до
неоднорiдної крайової задачi у звичайних диференцiальних рiвняннях. Отримана система
розв’язується стiйким методом дискретної ортогоналiзацiї. Наведено результати чисель-
ного аналiзу для цилiндра з функцiонально градiєнтної п’єзокерамiкi PZT 4.
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On the propagation of axisymmetric elastoelastic waves in a hollow
cylinder made of a functionally gradient piezoceramic material

The problem of kinematic analysis of the propagation of axisymmetric elastoelastic waves in a
hollow cylinder made of a piezoceramic functionally gradient material polarized in the radial di-
rection is considered. Properties of the material are changed by the exponential law in the radial
direction. The external surface of the cylinder is free of loads and is covered by infinitely thin
electrodes, to which a harmonically changing potential difference ±V0 exp[i(kz − ωt)] is applied.
To solve the problem, an efficient numerical-analytical method is offered. After the separation of
variables and the representation of the solution as the waves traveling along the cylinder, the ini-
tial problem of the theory of electroelasticity in partial derivatives is reduced to a boundary-value
inhomogeneous one described by a system of ordinary differential equations. The system is solved
by the stable method of discrete orthogonalization. The results of numerical analysis for a cylinder
made of PZT 4 functionally gradient piezoceramics are presented.
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