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Модель зони передруйнування у квазікрихкому 
матеріалі біматеріального тіла біля вершини міжфазної 
тріщини в кутовій точці ламаної межі поділу
Представлено членом-кореспондентом НАН України М.Ф. Селівановим

Розвинуто математичну модель зони передруйнування, яка в умовах плоскої деформації утворюється 
в матеріалі з квазікрихким механізмом руйнування біля вершини міжфазної тріщини в кутовій точці 
ламаної межі поділу. Зона передруйнування моделюється лінією розриву переміщення, на якій виконується 
умова міцності типу Мізеса—Хілла. Задачу про визначення параметрів зони зведено до векторного 
функціонального рівняння Вінера—Гопфа, для якого знайдено наближений аналітичний розв’язок. Виведе-
но рівняння для розрахунку довжини і орієнтації зони передруйнування, фазового кута напружень і вели-
чини дисипації енергії в зоні. 
Ключові слова: міжфазна тріщина, ламана межа поділу, зона передруйнування, умова міцності Мізеса—
Хілла.

Вступ. Кутова точка ламаної межі поділу матеріалів є концентратором напружень зі степе-
невою сингулярністю [1] і, як наслідок, джерелом процесів руйнування в її околі. Це обу-
мовлює необхідність дослідження напружено-деформованого стану біля вершини кута 
зламу в рамках різного роду моделей з урахуванням утворення тріщин, зон передруйну-
вання з тим чи іншим типом механізму руйнування тощо [2—6]. Розгляд подібних задач 
також може бути пов’язаний з проблемою руйнування кусково-однорідного тіла з міжфаз-
ною тріщиною внаслідок стискання вздовж межі поділу [7, 8].
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До руйнування кусково-однорідних 
тіл може призводити квазікрихке руйну-
вання матеріалів його компонентів. У про-
цесах квазікрихкого руйнування важли-
ву роль відіграють пластичні деформації, 
локалізовані в маломасштабних областях 
матеріалу біля концентраторів напружень. 
Одним із методів їх урахування є викорис-
тання моделей зон передруйнування типу 
Леонова, Панасюка і Дагдейла, які пода-
ють зони поверхнями розриву переміщен-
ня із заданими на них умовами міцності. 
Нелінійність більшості критеріїв міцності 

перешкоджає отриманню аналітичних розв’язків таких моделей і обумовлює використан-
ня переважно чисельних методів. Однак є також приклади успішної побудови аналітичних 
моделей зон передруйнування, зокрема, з використанням квадратичного критерію міцності 
типу Мізеса—Хілла в ортотропних однорідних тілах [9], у кусково-однорідних тілах з плос-
кою [10] та ламаною [2] межею поділу. Зокрема, в роботі [2] наведено аналітичний роз в’я-
зок задачі про зону передруйнування біля вершини міжфазної тріщини у квазікрихкому 
з’єднувальному матеріалі (адгезиві) кусково-однорідного тіла з ламаною межею поділу.

Мета даної роботи  — визначення параметрів зони передруйнування, яка розвива-
ється у біматеріальному тілі біля вершини міжфазної тріщини в кутовій точці ламаної 
межі поділу в одному із з’єднуваних матеріалів (адгеренті) з квазікрихким механізмом 
руйнування. Подібна задача у випадку кусково-однорідного тіла з плоскою межею поділу 
розв’язана в [10].

Постановка задачі. В умовах плоскої деформації розглядаємо задачу про визначення 
параметрів зони передруйнування біля вершини міжфазної тріщини у кутовій точці лама-
ної межі поділу двох різних однорідних ізотропних матеріалів. Матеріали характеризують-
ся модулями Юнга E1, E2 і коефіцієнтами Пуассона ν1, ν2 відповідно. Перший матеріал роз-
глядаємо як квазіпружний, тоді як другий вважаємо пружним. Квазіпружність першого 
матеріалу означає його лінійну пружність всюди, крім зони передруйнування. Зону перед-
руйнування в першому матеріалі моделюємо лінією розриву переміщення, нахиленою під 
кутом β до межі поділу. Напружений стан у зоні в полярній системі координат з початком у 
кутовій точці межі поділу задаємо компонентами нормального і дотичного напружень σθ, 
τrθ на лінії розриву, які задовольняють критерій міцності типу Мізеса—Хілла 
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де σ1, τ1 — опори відриву та зсуву першого матеріалу відповідно. 
Вважаючи довжину зони передруйнування l значно меншою, ніж довжина тріщини 

L, розглядатимемо тіло як кусково-однорідну площину з півнескінченним розрізом на 
межі поділу і лінією розриву переміщення скінченної довжини, яка починається у вершині 
розрізу і поширюється в перший матеріал під кутом β до межі поділу (рисунок). Це дає 
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Рис. 1. Розрахункова схема задачі
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можливість сформулювати умову на нескінченності у вигляді вимоги переходу шуканого 
розв’язку задачі на відстанях l << r << L в асимптотику відомого розв’язку аналогічної задачі 
теорії пружності без лінії розриву [3].

Враховуючи умову (1) і вважаючи береги тріщини вільними від напружень, вихідну 
задачу зводимо до статичної крайової задачі теорії пружності з граничними умовами

θ = –α2π – α:   σθ = τrθ = 0;  (2)

0 :   0,   0;r ru u         

:   0;r         (3)

1 1,  :   cos ( ),  sin ( )rr l r r             ;

,  :   0rr l u u      ;  (4)

1 2,   :   ~ ( , ) ,  ~ ( , )i i
i i r i i

i i
r C F r C F r 

            .  (5)

Тут α — кут зламу межі поділу; f  — стрибок величини f; Сі — довільні сталі, які 
характеризують інтенсивність зовнішнього навантаження і вважаються заданими за умо-
вою; λi (−1 < Re λi <0) — показники сингулярності напружень в околі вершини тріщини, що 
є коренями характеристичного рівняння задачі D0(λ) = 0; F1(λ,θ), F2(λ,θ), D0(λ) — функції, 
визначені в [3]. Індекс i = 1 ÷ 3 нумерує показники сингулярності в порядку їх зростан-
ня; аналіз залежності показників від кута зламу межі поділу і відношення модулів Юнга 
з’єднаних матеріалів наведено в [3].

Параметр ψ(r), введений в (4) для лінеаризації умови (1), визначає відношення дотич-

ного і нормального напружень у зоні 1
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 і близький за смислом до фа-

зового кута напружень, для якого мають місце різні визначення — через відношення напру-
жень, коефіцієнтів інтенсивності тощо. Надалі, враховуючи малість зони передруйнування, 
нехтуємо залежністю ψ від r і вважаємо, що він дорівнює середньому значенню фазового 
кута напружень у зоні: ψ(r) ≡ ψ = const. Визначення кута ψ, як і довжини зони передруйну-
вання l, здійснюється з умови відсутності сингулярності напружень у вершині зони, тоді 
як кут нахилу зони β буде визначено з умови максимуму величини дисипації енергії в зоні.

У кінці зони передруйнування реалізується асимптотика, яка відповідає сингулярній части-
ні розв’язку однорідної крайової задачі про півнескінченну лінію розриву переміщень в одно-
рідному ізотропному пружному матеріалі. Зокрема, для напружень мають місце асимптотики

1( , ) ( 0)
2 ( )

kr ~   r l
r l   

 
, 2( , ) ( 0)

2 ( )r
kr ~   r l
r l   

 
,  (6)

де коефіцієнти інтенсивності напружень k1, k2 у кінці лінії розриву підлягають визначенню 
в ході розв’язання задачі.
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Розв’язання задачі. Застосувавши інтегральне перетворення Мелліна до рівнянь рів-
новаги, умови сумісності деформацій, закону Гука i граничних умов (2, 3) та врахувавши 
умови (4) i (5), отримаємо векторне рівняння Вінера—Гопфа у смузі –ε1 < Re p < ε2 (ε1, ε2 — 
достатньо малі додатні числа):

1 2( ) ( ) tg ( ) ( )   ( Re ),p p p p p p        F G    (7)
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1 1 4 214 1 (1 ) sin 2 sin ,e p p         

2 2
22 1 22 1 2 1 22 3 4 52 2( ) (1 )[ (1 ) (1 )] ( )[ (1 )D p e e                  
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   2
1 1 4 422 1 (1 ) cos2 2 sin ,e p p         

2 2 2
1 sin sin ,p p       21 sin 2 sin 2 (2 ),p p       
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Для розв’язання рівняння (7) застосуємо наближений метод, використаний в [10]. 
У нульовому наближенні нехтуємо недіагональними компонентами матриці G(p), які в 
смузі –ε1 < Re p < ε2 виявляються значно меншими порівняно з діагональними компо-
нентами. Тоді система (8) розщеплюється на два незалежних скалярних функціональ-
них рівняння: 
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Точний аналітичний розв’язок рівнянь (8) був отриманий в [4, 5] і має вигляд
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де використано подання

tg ,
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(Γ(z) — гамма-функція) і факторизацію скалярних коефіцієнтів рівнянь (8) за допомогою 
інтегралів типу Коші [11]:
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На наступному етапі розв’язання рівняння (8) враховуємо недіагональні компоненти 
матриці G(p). Для цього в доданках ( ) ( )mn nG p p  ( )m n  виконуємо заміни розшукува-
них функцій ( )n p  знайденим вище наближеним розв’язком 0 ( )n p  і, використовуючи 
(10) і (11), отримуємо таку систему функціональних рівнянь на уявній осі Re p = 0:
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Розв’язуючи ці рівняння аналогічно розв’язанню подібних рівнянь у роботі [10], при-
ходимо до розв’язку рівняння (7) у першому наближенні:
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Визначення параметрів зони передруйнування. Розв’язок (12) і асимптотики (6) піс-
ля застосування до них теореми абелевого типу [11] приводять до асимптотик при p → ∞, 
Re p < 0:
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Покладаючи коефіцієнти інтенсивності k1, k2 такими, що дорівнюють нулю внаслі-
док обмеженості напружень у кінці зони передруйнування, отримуємо такі рівняння для 
розрахунку довжини l зони передруйнування і фазового кута ψ напружень у ній: 
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Для знаходження кута нахилу β лінії розриву використовуємо умову максимуму вели-
чини дисипації енергії в зоні передруйнування, яка в рамках обраної моделі визначається 
рівністю [12]
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і, з урахуванням визначення в (7) трансформант 1(2) ( )p , дорівнює
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Отриманий вираз можна використати в енергетичному критерії зрушення тріщини, 
який формулюється як умова рівності швидкості вивільнення енергії її критичному зна-

ченню: c
dD G
dl

 . Нехтуючи в (16) менш вираженою неявною залежністю трансформант 

1(2) (1)  від довжини зони l, отримуємо умову зрушення
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2
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Висновки. Отриманий розв’язок має перспективи практичного використання для 
оцінки граничних навантажень кусково-однорідних тіл з ламаною межею поділу квазі-
крихких матеріалів за наявності міжфазної тріщини, що є актуальною проблемою меха-
ніки руйнування композитів з гранульованими наповнювачами, бетону, гірських порід 
тощо. Алгоритм використання передбачає задання зовнішнього навантаження за допо-
могою сталих Ci, які мають смисл узагальнених коефіцієнтів інтенсивності напружень 
біля вершини тріщини за відсутності зони передруйнування і мають бути заздалегідь 
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визначені для конкретного кусково-однорідного тіла з міжфазною тріщиною за заданих 
умов навантаження шляхом розв’язання відповідної крайової задачі теорії пружності 
чисельними або, за можливості, аналітичними методами. Далі виконується розрахунок 
параметрів зони передруйнування (довжини і кута нахилу зони передруйнування, фа-
зового кута напружень у зоні) та швидкості виділення енергії за формулами (13)—(16). 
Руйнівне навантаження встановлюється з досягненням виконання умови (16); відповід-
ний кут нахилу зони передруйнування визначатиме напрямок повороту міжфазної трі-
щини. Обґрунтуванням перспектив використання розвинутої моделі можуть слугувати 
успішні передбачення кутів повороту міжфазної тріщини від плоскої межі поділу в рам-
ках аналогічної моделі, описані в роботі [10].
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MODEL OF THE PROCESS ZONE IN A QUASI-BRITTLE MATERIAL 
OF A BIMATERIAL BODY NEAR THE TIP OF AN INTERFACIAL CRACK 
AT THE CORNER POINT OF A BROKEN INTERFACE

A mathematical model of the process zone is developed, which under plane strain conditions is formed in a material 
with a quasi-brittle fracture mechanism near the apex of the interfacial crack at the corner point of the fractured 
interface. The process zone is modeled by a displacement discontinuity line on which the Mises—Hill strength 
condition is satisfied with the limit values of normal and tangential stresses in the quasi-brittle material as criterion 
parameters. The external load is taken into account by formulating the condition at infinity in the form of a 
requirement to cross-link the desired solution with the asymptotics of the known solution of a similar problem 
without a process zone. With the help of Mellin’s integral transformation, the problem of calculating the parameters 
of the process zone is reduced to a vector functional equation for the transformants of stress components and 
displacement gradients. For its solution, an approximate method based on the stepwise partition of the original 
equation into a pair of independent scalar functional equations, which are solved using the Wiener—Hopf method, 
is used. From the found approximate solution of the functional equation of the problem, a closed system of 
transcendental equations and relations for calculating the length of the process zone, the phase angle of stresses and 
the value of energy dissipation in the zone is obtained. The angle of inclination of the zone to the interface is 
determined from the condition of the maximum value of energy dissipation. An expression for the rate of energy 
dissipation in the zone is obtained, which provides the application of the energy criterion for estimating the ultimate 
load preceding crack nucleation in the direction determined by the orientation of the process zone at the time of 
nucleation.
Keywords: interfacial crack, broken interface, process zone, strength criterion of Mises—Hill.


