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Встановлено особливостi формування ближнього поля краєм кругової апертури зрiза-
ного напiвнескiнченного конуса при осьовому опромiненнi плоскою акустичною хвилею.
Розглянуто два випадки, коли поверхня конуса є м’якою та жорсткою.
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Для видiлення напрямленого випромiнювання (колiмування пучкiв) електромагнiтних та
акустичних хвиль застосовують круговi апертури. При проходженнi через таку апертуру пу-
чок хвиль звужується до розмiрiв дiафрагми. В оптичних дослiдженнях такi пучки викори-
стовують у ближньопольовiй мiкроскопiї, де ключовим елементом є зонд (оптичне волокно
iз загостренням на кiнцi) обмежений дiафрагмою [1], а отримане зображення аналiзують
у ближнiй зонi. Тому для пiдвищення якостi зображень дефектiв важливим є теоретичне
визначення розподiлу ближнього поля на основi розв’язання вiдповiдних задач дифракцiї.
Такi розв’язки необхiдно отримати у широкому частотному дiапазонi з врахуванням особли-
востi поля на краю апертури. У данiй роботi дослiджено формування ближнього поля зонда
у виглядi апертури напiвнескiнченного конуса зi зрiзаною вершиною при осьовому опромi-
неннi плоскою хвилею. Використання для цiєї мети вiдомих пакетiв програмних засобiв, як
правило, потребує значних числових ресурсiв i у багатьох випадках вимагає верифiкацiї.
Для визначення ближнього поля апертури конуса тут користуємося методом, запропонова-
ним ранiше в [2]. В [3–7] вiн використаний для отримання поля в зонi випромiнювання.

Розглянемо осесиметричну задачу дифракцiї плоскої акустичної хвилi на iдеально м’я-
кому (S-випадок) або жорсткому (R-випадок) напiвнескiнченному конусi зi зрiзаною вер-
шиною (рис. 1), який у сферичнiй системi координат (r, θ, φ) запишемо так:

Q1 : {r ∈ (0, c1); θ = γ; φ ∈ [0, 2π)}.

Нехай конус Q1 опромiнюється плоскою монохроматичною акустичною хвилею, яка по-
ширюється вздовж осi симетрiї конуса у напрямку θ = 0 i характеризується потенцiалом
швидкостi U0(r, θ) = exp(ikr cos θ), де k = ω/c0 = 2π/λ — хвильове число, ω — кругова
частота, c0 — швидкiсть звуку, λ — довжина хвилi. Гармонiчну часову залежнiсть вiд часу
exp(−iωt) надалi опускаємо.

Знаходження невiдомого потенцiалу швидкостi U(r, θ) зводиться до розв’язання змiша-
ної крайової задачi для рiвняння Гельмгольца

∆U(r, θ) + k2U(r, θ) = 0 (1)
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Рис. 1. Геометрична схема задачi

iз граничними умовами:

[U(r, θ) + U (i)(r, θ)](r,θ)∈Q1
= 0 для S-випадку; (2a)

∂θ[U(r, θ) + U (i)(r, θ)](r,θ)∈Q1
= 0 для R-випадку, (2b)

де U (i)(r, θ) — потенцiал первинного поля, який для зручностi подаємо у виглядi потенцiа-
лу повного поля плоскої хвилi у нескiнченнiй конiчнiй областi [6, 7]. Крiм того, розв’язок
задач (1), (2) повинен забезпечувати виконання умови граничного поглинання на нескiн-
ченностi та умови обмеженостi енергiї.

Потенцiал швидкостi дифрагованого поля шукаємо у виглядi

U(r, θ) =
1√
sr



∞∑
p=1

y(2,1)p Pνp−1/2(cos θ)
Kνp(sr)

Kνp(sc1)
, (r, θ) ∈ D1;

∞∑
k=1

y
(2,2)
k Pµk−1/2(− cos θ)

Kµk
(sr)

Kµk
(sc1)

, (r, θ) ∈ D2;

Φ1(sr) +

∞∑
n=1

x(1)n Pzn−1/2(cos θ)
Izn(sr)

Izn(sc1)
, (r, θ) ∈ D3.

(3)

Тут y(2,1)p , y(2,2)k , x(1)n — невiдомi коефiцiєнти розкладу; s = −ik; Kη(·), Iη(·) — вiдповiд-
но функцiя Макдональда i модифiкована функцiя Бесселя; для S-випадку zn = n − 1/2

i Φ1(sr) ≡ 0; для R-випадку zn = n + 1/2 i Φ1(sr) ≡ x
(1)
0 I1/2(sr)/I1/2(sc1), де x(1)0 — не-

вiдомий коефiцiєнт; Pη−1/2(·) — функцiя Лежандра; D1 : {r ∈ (c1,∞); θ ∈ [0, γ)}, D2 : {r ∈
∈ (c1,∞); θ ∈ (γ, π]}, D3 : {r ∈ (0, c1); θ ∈ [0, π]} — пiдобластi видiленi конусом; iндекси νp,
µk — дiйснi додатнi коренi трансцендентних рiвнянь:

Pη−1/2(cos γ)|η=νp = 0, Pη−1/2(− cos γ)|η=µk
= 0, S-випадок; (4a)

P 1
η−1/2(cos γ)|η=νp = 0, P 1

η−1/2(− cos γ)|η=µk
= 0, R-випадок, (4b)

де P 1
η−1/2(·) — приєднана функцiя Лежандра, P 1

η−1/2(± cos γ) = ±∂Pη−1/2(± cos γ)/∂γ [8].
Використовуючи метод часткових пiдобластей, повне поле подамо у виглядi:

U (t)(r, θ) =

{
U(r, θ), (r, θ) ∈ D1, D3;

U(r, θ) + U (i)(r, θ), (r, θ) ∈ D2.
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Тут U (i)(r, θ) = Ψ(sr, θ)/
√
sr — первинне поле в пiдобластi D2,

Ψ(sr, θ) =
√
2π3



∞∑
k=1

µkPµk−1/2(cos γ)Pµk−1/2(− cos θ)

cos(πµk)∂Pµk−1/2(− cos γ)/∂µ
Iµk

(sr);

1 + tg2(γ/2)

2π
I1/2(sr)−

∞∑
k=2

µkP
1
µk−1/2(cos γ)Pµk−1/2(− cos θ)

cos(πµk)∂P
1
µk−1/2(− cos γ)/∂µ

Iµk
(sr),

де верхня стрiчка вiдповiдає S-випадку, а нижня — R-випадку.
Для знаходження невiдомих коефiцiєнтiв розкладу в (3) використовуємо умови спря-

ження повного потенцiалу та його нормальної похiдної на сферi {r = c1, θ ∈ [0, π]}, якi,
у зв’язку iз особливiстю градiєнта потенцiалу швидкостi grad U (r, θ) = O(ρ−1/2) (ρ — вiд-
стань до краю конуса у локальнiй системi координат), запишемо так:

Φ1(sc1) + lim
N→∞

N∑
n=1

x(1)n Pzn−1/2(cos θ) =

=


lim

P→∞

P∑
p=1

y(2,1)p Pνp−1/2(cos θ), θ ∈ [0, γ);

Ψ(sc1, θ) + lim
K→∞

K∑
k=1

y
(2,2)
k Pµk−1/2(− cos θ), θ ∈ (γ, π];

(5a)

Φ′
1(sc1) + lim

N→∞

N∑
n=1

x(1)n Pzn−1/2(cos θ)
I ′zn(sc1)

Izn(sc1)
=

=


lim

P→∞

P∑
p=1

y(2,1)p Pνp−1/2(cos θ)
K ′

νp(sc1)

Kνp(sc1)
, θ ∈ [0, γ);

Ψ′(sc1, θ) + lim
K→∞

K∑
k=1

y
(2,2)
k Pµk−1/2(− cos θ)

K ′
µk
(sc1)

Kµk
(sc1)

, θ ∈ (γ, π],

(5b)

де штрих означає похiдну за аргументом.
Для зведення системи суматорних рiвнянь (5a), (5b) до нескiнченної системи лiнiйних

алгебраїчних рiвнянь (НСЛАР) використаємо метод перерозкладу функцiї Лежандра [2, 3]:

Pzn−1/2(cos θ) = q(zn, γ)


lim

P→∞

P∑
p=1

νpα
+(νp, γ)

ν2p − z2n
Pνp−1/2(cos θ), θ ∈ [0, γ);

lim
K→∞

K∑
k=1

µkα
−(µk, γ)

µ2k − z2n
Pµk−1/2(− cos θ), θ ∈ (γ, π].

(6)

Тут

q(zn, γ) =

{
Pzn−1/2(cos γ);

P 1
zn−1/2(cos γ);

α±(η, γ) = −2

{
[∂Pν−1/2(± cos γ)/∂ν]−1

ν=η;

±[∂P 1
ν−1/2(± cos γ)/∂ν]−1

ν=η,

де верхня стрiчка вiдповiдає S-випадку, а нижня — R-випадку; верхнi знаки i η = νp вiдпо-
вiдають областi θ ∈ [0, γ), а нижнi знаки i η = µk — областi θ ∈ (γ, π].
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Пiдставимо спiввiдношення (6) у лiву частину суматорних рiвнянь (5) вiдповiдно для
кожної з пiдобластей та прирiвняємо члени при однакових функцiях Лежандра. Тодi, ви-
ключивши невiдомi y(2,1)p , y(2,2)k (також x

(1)
0 у R-випадку) i перейшовши до границi N , P , K

→ ∞ (N = P +K − κ, де κ = 0 для S-випадку i κ = 1 для R-випадку), отримуємо НСЛАР,
яку в матричному виглядi запишемо так:

A11X
(1) = F (1). (7)

Тут X(1) = {x(1)n }∞n=1, x
(1)
n = q(zn, γ)x

(1)
n ; A11 — нескiнченний матричний оператор,

A11 :

{
a(11)qn =

sc1W [KξqIzn ]sc1
[ξ2q − z2n]Kξq(sc1)Izn(sc1)

}∞

q,n=1

,

де {ξq}∞q=1 — зростаючi послiдовностi додатних коренiв трансцендентних рiвнянь для м’яко-
го (4a) i жорсткого (4b) конусiв; для S-випадку {ξq}∞q=1 = {νp}∞p=1

∪
{µk}∞k=1; для R-випадку

{ξq}∞q=1 = {1/2}
∪
{νp}∞p=2

∪
{µk}∞k=2; W [αβ]ϱ = α(ϱ)β′(ϱ) − α′(ϱ)β(ϱ); F (1) = {f (1)q }∞q=1 —

вiдомий вектор.
Застосувавши метод аналiтичної регуляризацiї [2] до НСЛАР (7), знаходження невiдо-

мих коефiцiєнтiв в (3) зводимо до НСЛАР другого роду:

X(1) = A−1(A−A11)X
(1) +A−1F (1). (8)

Тут A, A−1 — пара регуляризуючих операторiв задачi (див. [3, 4]):

A : {aqn = (ξq − zn)
−1}∞q,n=1; A−1 : {τkq = ({M−1

− (ξq, γ)}′M ′
−(zk, γ)(zk − ξq))

−1}∞k,q=1,

де M−(ν, γ) =M+(−ν, γ) — функцiї регулярнi i вiдмiннi вiд нуля вiдповiдно в областi Re ν <
< 1/2 i Re ν > −1/2. Цi функцiї утворюються у результатi факторизацiї парної мероморфної
функцiї

M(ν, γ) =
cosπν

π

{
{Pν−1/2(cos γ)Pν−1/2(− cos γ)}−1 для S-випадку;

−{P 1
ν−1/2(cos γ)P

1
ν−1/2(− cos γ)}−1 для R-випадку,

яка регулярна у смузi Π: {|Re ν| < 1/2}, а за її межами має простi нулi i полюси вiдповiдно
у точках ±zk, ±ξq (k, q = 1,∞); M+(ν, γ), M−(ν, γ) = O(ν±1/2) при ν → ∞ в областях
регулярностi, де верхнiй знак вiдповiдає S-випадку, а нижнiй — R-випадку.

НСЛАР (8) допускає розв’язок у класi послiдовностей x(1)n = O(n−1) при n → ∞, що
забезпечує виконання умови Мейкснера на краю.

У R-випадку невiдоме значення x
(1)
0 знаходимо у виглядi

x
(1)
0 =

sh(sc1)√
sc1

. (9)

Отриманий таким чином розв’язок задачi вiдповiдає випадку, коли кут розхилу вiдмiн-
ний вiд прямого γ ̸= π/2. При розв’язаннi задачi для γ = π/2 вираз для операторiв A,
A−1 наведено у [3].

Розв’язки НСЛАР (8) використали для дослiдження ближнього поля апертури, кори-
стуючись виразом (3) в областi D3. НСЛАР (8) розв’язували методом редукцiї, порядок
якої вибирався iз умови N = |sc1| + ϵ, ϵ = 4 . . . 10.
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Рис. 2. Розподiл нормованої амплiтуди тиску у ближньому полi м’якого напiвнескiнченного конуса зi зрiза-
ною вершиною з кутом розхилу γ = 120◦: a — c1/λ = 0,1592; б — c1/λ = 1,5916

На рис. 2 показано iзобари ближнього повного поля м’якого напiвнескiнченного кону-
са зi зрiзаною вершиною в координатах (θ; r/λ). Розглядали випадок, коли кут розхилу
γ = 120◦ (хвиля виходить iз каверни, див. рис. 1) для двох значень хвильового параметра:
c1/λ = 0,1592 (малий отвiр; рис. 2, а) i c1/λ = 1,5916 (великий отвiр; рис. 2, б ). На цих
рисунках максимумам вiдповiдають бiлi областi, а мiнiмумам — чорнi. Iз рис. 2, а спосте-
рiгаємо, що розподiли iзобар зi змiною параметрiв конуса формуються монотонно. Бачимо,
що “засвiчена” область обмежена координатами {0,1 < r/λ 6 0,1592; 140◦ < θ 6 180◦}
i прилягає безпосередньо до отвору. Повне поле у цiй областi 0,8 < |U (t)| < 0,9 практично
визначається первинним полем з амплiтудою |U (i)| = 1. Зауважимо, що на практицi завжди
дотримуються умови λ ≫ a (де a = c1 sin γ — радiус кругового отвору), щоб виключити
явища, зумовленi дифракцiєю. Як видно iз рис. 2, а, максимально освiтлена область займає
приблизно 2/3 кутового сектора апертури, що дозволяє використовувати таку структуру
у ролi зонда при дiагностуваннi. При вiддаленi вiд апертури приблизно на r/λ = 0,1 (до
r/λ = 0,05) максимум поля спадає трохи менше, нiж наполовину. Незначне спадання поля
при вiддаленнi вiд апертури можна використати при дiагностуваннi i об’ємних дефектiв.
Коли c1/λ = 1,5916 (див. рис. 2, б ), то вже проявляються дифракцiйнi ефекти i не вдається
видiлити яскраво освiтлених дiлянок.

Аналогiчний розподiл ближнього поля спостерiгаємо для жорсткого конуса Q1 при
c1/λ = 0,1592 (рис. 3, а) i c1/λ = 1,5916 (рис. 3, б ). У цьому випадку при формуваннi бли-
жнього поля суттєвий внесок дає поршнева мода, що визначається формулою (9). Iз рис. 3,
а видно, що при c1/λ = 0,1592, як i у попередньому випадку, поле формується монотонно.
Проте завдяки збудженню поршневої моди розподiл тиску тут має бiльшу амплiтуду. Яскра-
во освiтлена область, яка прилягає до апертури {0,12 6 r/λ 6 0,1592; 140◦ < θ 6 180◦}, де
повне поле U (t) практично у два рази перевищує падаюче поле U (i). Цей ефект можна ви-
користати при зондуваннi. На рис. 3, б спостерiгаємо вузьку яскраво освiтлену область
{1,1 < r/λ 6 1,5916; 170◦ < θ 6 180◦}, формування якої при a/λ ≈ 1 обумовлене дифра-
кцiйним ефектом. Тобто в круговiй апертурi жорсткого конуса можна формувати яскраве
поле тиску i при a/λ ≈ 1.
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Рис. 3. Розподiл нормованої амплiтуди тиску у ближньому полi жорсткого напiвнескiнченного конуса зi
зрiзаною вершиною з кутом розхилу γ = 120◦: a — c1/λ = 0,1592; б — c1/λ = 1,5916

Таким чином, тут вперше дослiджено особливостi формування ближнього поля в кру-
говiй апертурi конiчного зонда з м’якого i жорсткого матерiалiв математично коректним
методом. Встановлено можливiсть формування зон високого тиску в апертурi не тiльки
у випадку, коли λ≫ a, але також для жорсткого зонда, коли λ ∼ a, де значнi дифракцiйнi
ефекти.
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Ближнее акустическое поле круговой апертуры, образованной
срезом вершины полубесконечного конуса

Установлены особенности формирования ближнего поля краем круговой апертуры усечен-
ного полубесконечного конуса при его осевом облучении плоской акустической волной. Рас-
смотрены случаи мягкой и жесткой поверхности конуса.

Ключевые слова: акустическая волна, усеченный конус, ближнее поле, аналитическая ре-
гуляризация.

V.O. Lysechko, D. V. Kuryliak

Karpenko Physico-Mechanical Institute of the NAS of Ukraine, Lviv

E-mail: vtlysechko@gmail.com

The near acoustic field of a circular aperture obtained by truncation of
the semiinfinite cone vertex

The characteristics of a near-field formation by the edge of a semiinfinite truncated cone under
axial irradiation are established. Both soft and rigid surfaces are considered.

Keywords: acoustic wave, truncated cone, near-field, analytical regalarization procedure.
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