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Розглянуто нескiнченнi системи стохастичних диференцiальних рiвнянь, що описують
рух взаємодiючих частинок у випадковому середовищi. Доведено теореми iснування та
єдиностi розв’язкiв. Також доведено граничну теорему для вiдповiдних мiрозначних про-
цесiв у випадку, коли маса кожної частинки прямує до нуля, а густота частинок зрос-
тає до нескiнченностi.
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У роботi розглядається узагальнення рiвняння Маккiна–Власова на випадок коли суку-
пна маса взаємодiючих частинок є нескiнченною. Рiвняння Маккiна–Власова отримується
таким чином: розглядається послiдовнiсть рiвнянь, що задають рух скiнченних систем взає-
модiючих частинок у випадковому середовищi. При цьому маса кожної частинки прямує до
нуля, а кiлькiсть частинок прямує до нескiнченностi таким чином, що сукупна маса части-
нок постiйно дорiвнює 1. Для послiдовностi розв’язкiв таких рiвнянь доводиться гранична
теорема, граничний випадковий процес є розв’язком рiвняння Маккiна–Власова [1–3]. У да-
нiй роботi реалiзовано такий план отримання рiвняння Маккiна–Власова для випадку, коли
розподiл мас частинок є локально скiнченною мiрою. Розглянуто теореми iснування слабких
розв’язкiв i теореми iснування та єдиностi сильних розв’язкiв для дограничних i граничних
рiвнянь. Також доведено граничну теорему, коли маса кожної частинки прямує до нуля,
а сукупна маса збiжна до локально скiнченної мiри.

Нескiнченнi системи стохастичних диференцiальних рiвнянь зi взаємодiєю.
Позначимо через M простiр локально скiнченних мiр на R з топологiєю τ грубої збiжностi
(див. [4]):

νn
τ→ ν ⇔ ∀f ∈ Cc(R) :

∫
R

fdνn →
∫
R

fdν, n→ ∞,

де Cc(R) — множина неперервних функцiй з компактним носiєм.
Розглянемо нескiнченну систему стохастичних диференцiальних рiвнянь

dXk(t) = a(Xk(t), µ(t))dt+ b(Xk(t), µ(t))dwk(t), k ∈ Z, t ∈ [0, T ],

µ(t) =
∑
k∈Z

δXk(t),

Xk(0) = uk, k ∈ Z.

(1)
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Тут Xk(t) будемо iнтерпретувати як положення k-ї частинки у момент часу t, мiру
µ(t) — як розподiл мас частинок у момент часу t, функцiї a та b вiдповiдають за взаємодiю
частинок, uk — як початкове положення k-ї частинки. Будемо вважати, що {uk|k ∈ Z} —
неспадна числова послiдовнiсть така, що lim

k→+∞
uk = +∞, lim

k→−∞
uk = −∞.

Зауваження 1. При доведеннi результатiв щодо рiвняння (1) необхiдно перевiряти, що
для довiльного t ∈ [0, T ] мiра µ(t), визначена в другому рiвняннi системи (1), є локально
скiнченною.

Теорема 1. Припустимо, що a та b є обмеженими та неперервними за сукупнiстю
змiнних i iснує стала L > 0 така, що

lim sup
m→∞

µ(0, [−m,m])/mL <∞. (2)

Тодi iснує слабкий розв’язок рiвняння (1).
Доведення теореми 1 достатньо стандартне i використовує доведення передкомпактно-

стi послiдовностi апроксимацiй розв’язку та теорему Скорохода про спiльний iмовiрнiсний
простiр.

Позначимо

pw(t, x) = P
(
sup
s∈[0,t]

w(s) > x
)
= 2

∞∫
x∨0

1√
2πt

exp (−y2/2t)dy, x ∈ R, (3)

де w — вiнерiвський процес.
Має мiсце нижчеподана теорема iснування та єдиностi сильного розв’язку рiвняння (1).
Теорема 2. Припустимо, що:
1) функцiя a неперервна та обмежена:

∥a∥∞ := sup
x∈R

sup
ν∈M

|a(x, ν)| <∞;

2) функцiя b неперервна, обмежена та вiддiлена вiд нуля:

∥b∥∞ := sup
x∈R

sup
ν∈M

|b(x, ν)| <∞, inf
x∈R

inf
ν∈M

|b(x, ν)| > 0;

3) для довiльного натурального n iснує константа Cb,n така, що для довiльних x, y,
x1, . . . , xn, y1, . . . , yn має мiсце нерiвнiсть∣∣∣∣∣b

(
x,

n∑
k=1

δxk

)
− b

(
y,

n∑
k=1

δyk

)∣∣∣∣∣ 6 Cb,n|x− y|+ Cb,n

n∑
k=1

|xk − yk|;

4) функцiї a та b мають властивiсть скiнченностi радiуса взаємодiї:

∃d > 0 ∀x ∈ R ∀ν ∈ M : a(x, ν) = a(x, νI(x−d,x+d)), b(x, ν) = b(x, νI(x−d,x+d)),

де (νIB)(A) = ν(
∩
B), A, B ∈ B(R);

5) iснує невипадкова зростаюча послiдовнiсть {zn | n ∈ Z} така, що:

lim
n→∞

zn = +∞, lim
n→−∞

zn = −∞
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i

∃r > 0 ∀n ∈ Z :
∏
i∈Z

(1− 2pw(T∥b∥∞, |zn − ui| − ∥a∥∞T − d/2)) > r. (4)

Тодi iснує єдиний сильний розв’язок рiвняння (1).
Приклад 1. Для локально скiнченної мiри ν позначимо

Λ(ν) : = lim sup
n→∞

ν([−n, n])
2n

.

Якщо 2Λ(µ(0))d < 1, то мiра µ(0) задовольняє припущення 5 теореми 2.
Приклад 2. Нехай µ(0) — незалежна вiд {wk|k ∈ Z} пуассонiвська точкова мiра з iн-

тенсивнiстю m. Припустимо, що

∃Cm ∀[α, β] ⊂ R m([α, β]) 6 Cm(β − α+ 1).

Тодi з iмовiрнiстю 1 виконується припущення 5 теореми 2.
Характеризацiя граничних точок послiдовностi розв’язкiв нескiнченних сис-

тем стохастичних диференцiальних рiвнянь. Для кожного n > 1 розглянемо нескiн-
ченну систему стохастичних диференцiальних рiвнянь

dXn
i (t) = a(Xn

i (t), µ
n(t))dt+ dwi(t), t ∈ [0, T ], i ∈ Z,

µn(t) =
1

n

∑
i∈Z

δXn
i (t)

, t ∈ [0, T ],

µn(0) =
1

n
µn.

(5)

Тут для довiльного n ∈ N мiра µn =
∑
i∈Z

δun
i

є пуассонiвською точковою мiрою з iнтенсив-

нiстю nm(dx), де m — деяка σ-скiнченна мiра, вiнерiвськi процеси {wi(·), i ∈ Z} незалежнi
в сукупностi i незалежнi вiд {µn|n ∈ N}. Надалi скрiзь будемо припускати, що m — мiра
на R така, що

∃Cm ∀[α, β] ⊂ R : m([α, β]) 6 Cm(β − α+ 1). (6)

Ми розглядаємо слабкi розв’язки (5) i не припускаємо, що розв’язок єдиний. Якщо
функцiя a обмежена та неперервна за сукупнiстю змiнних, то iснування слабкого розв’язку
випливає з теореми 1.

Нижчеподана лема дає достатнi умови слабкої передкомпактностi послiдовностi випад-
кових мiрозначних процесiв µn(·) з рiвнянь (5).

Лема 1. Припустимо, що функцiя a : R × M → R є обмеженою та неперервною за
сукупнiстю змiнних i виконується спiввiдношення (6). Тодi послiдовнiсть {µn(·), n > 1}
є слабко вiдносно компактною як послiдовнiсть випадкових елементiв в C([0, T ],M).

Для довiльної мiри λ та функцiї f позначимо

⟨λ, f⟩ =
∫
R

f(x)λ(dx).
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Позначимо через C2,1
c (R × [0, T ]) множину функцiй f = f(x, t) : R × [0, T ] → R, що

є неперервно диференцiйовними за t i двiчi неперервно диференцiйовними за x, для яких
iснує компактна множина K ⊂ R така, що supp f ⊂ K × [0, T ].

За формулою Iто для довiльної f ∈ C2,1
c (R× [0, T ]) маємо таке спiввiдношення:

d⟨f(·, t), µn(t)⟩ =
∫
R

(
f ′t(x, t) + f ′x(x, t)a(x, µ

n(t)) +
1

2
f ′′xx(x, t)

)
µn(t, dx) dt+

+
1

n

∑
i∈Z

f ′x(X
n
i (t), t) dwi(t). (7)

Спрямувавши n → ∞ та обгрунтувавши граничний перехiд в рiвняннi (7) отримаємо
такий результат.

Теорема 3. Припустимо, що функцiя a обмежена та неперервна за сукупнiстю змiн-
них i виконується спiввiдношення (6). Нехай µ(·) — довiльна слабка гранична точка по-
слiдовностi {µn(·), n > 1}, що розглядається як послiдовнiсть випадкових елементiв про-
стору C([0, T ],M). Тодi для довiльної f ∈ C2,1

c (R × [0, T ])

⟨µ(t), f(·, t)⟩ = ⟨µ(0), f(·, 0)⟩+

+

t∫
0

⟨(
f ′s(·, s) + f ′x(·, s)a(·, µ(s)) +

1

2
f ′′xx(·, s)

)
, µ(s)

⟩
ds, t ∈ [0, T ]. (8)

Нехай φst(x), s 6 t, x ∈ R, — розв’язок рiвняння{
dφst(x) = a(φst(x), µ(t))dt+ dw(t), t ∈ [s, T ],

φss(x) = x,
(9)

де w(·) — незалежний вiд µ(·) вiнерiвський процес. Тут µ(·) з теореми 3.
Позначимо A(x, t) = a(x, µ(t)), Ew — математичне сподiвання за вiнерiвською мiрою.
Лема 2. Нехай µ(t), t > 0, визначено в теоремi 3. Припустимо, що виконанi умови

леми 1, функцiя A(x, t) є диференцiйовною за x, причому функцiя A′
x(x, t) обмежена. Якщо

функцiя g ∈ C2
c (R), то для довiльного фiксованого S ∈ [0, T ] функцiя f , що визначена

рiвнiстю

f(t, x) = Ewg(φtS(x)), t ∈ [0, S], (10)

задовольняє спiввiдношення

∀t ∈ [0, S] ⟨µ(t), f(·, t)⟩ = ⟨µ(0), f(·, 0)⟩. (11)

Iдея доведення. З теореми 1.12 в [5] маємо, що iснує розв’язок рiвняння{
f ′t(x, t) + f ′x(x, t)A(x, t) +

1

2
f ′′xx(x, t) = 0, t ∈ [s, S), x ∈ R,

f(x, S) = g(x), x ∈ R,
(12)

i з оберненого рiвняння Колмогорова випливає, що розв’язок (12) задовольняє рiвнiсть (10).
Якби функцiя f задовольняла умови теореми 3, то формула (11) випливала б з (8). Фун-
кцiя f не задовольняє умови теореми 3, оскiльки не має компактного носiя. Для доведення
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леми можна наблизити функцiю f послiдовнiстю функцiй {fn, n > 1} ⊂ C2,1
c (R × [0, T ]) та

обгрунтувати граничний перехiд у рiвняннi (8).
Позначимо λ ◦ f−1 образ мiри λ при вiдображеннi f .
Теорема 4. Нехай µ(·) — довiльна слабка гранична точка послiдовностi {µn(·), n >

> 1}, що розглядається як послiдовнiсть випадкових елементiв простору C([0, T ],M).
Припустимо, що виконуються умови теореми 3 та леми 2. Позначимо φt(x) = φ0t(x), де
φ0t(x) — розв’язок рiвняння (9). Тодi

∀t ∈ [0, T ] µ(t) = Ew(m ◦ φt(·)−1). (13)

Зауваження 2. Функцiя φt(x) вимiрна за (t, x, ω).
Зауваження 3. Легко бачити, що µn(0) P→ m, n → ∞, отже, µ(0) = m.
Iдея доведення. Перетворивши (11), отримаємо, що для довiльної функцiї g ∈ C2

c (R)
має мiсце рiвнiсть

⟨µ(t), g(·)⟩ = ⟨Ewm ◦ φt(·)−1, g(·)⟩.

Звiдси µ(t) = Ew(m ◦ φt(·)−1).
Рiвняння Маккiна–Власова з нескiнченною масою та гранична теорема. З

теореми 4 випливає, що якщо µ(·) є довiльною слабкою граничною точкою послiдовностi
{µn(·), n > 1}, то {φt(x), µ(t), t ∈ [0, T ], x ∈ R} є розв’язком системи рiвнянь

dφt(x) = a(φt(x), µ(t))dt+ dw(t), x ∈ R, t ∈ [0, T ],

µ(t) = Em ◦ φt(·)−1,

φ0(x) = x, x ∈ R.

(14)

Позначимо

MC = {µ ∈ M : ∀[a, b] ⊂ R : µ([a, b]) 6 C(b− a+ 1)}, M∞ =
∪
C>0

MC .

Теорема 5. Припустимо, що:
1) функцiя a : R×M → R є обмеженою та неперервною за сукупнiстю змiнних;
2) ∀C > 0 ∃LC > 0 ∀µ ∈ MC∀x1, x2 ∈ R|a(x1, µ) − a(x2, µ)| 6 C|x1 − x2|;
3) m ∈ M∞.

Тодi iснує слабкий розв’язок рiвняння (14).
Iдея доведення теореми полягає в отриманнi апрiорних оцiнок на розв’язки, наближеннi

рiвняння (14) послiдовнiстю рiвнянь зi скiнченною сукупною масою частинок, доведеннi
передкомпактностi отриманої послiдовностi розв’язкiв, застосуваннi теореми Скорохода про
спiльний iмовiрнiсний простiр та граничному переходi.

Введемо клас функцiй

Z = {f ∈ C2(R)| supp f ⊂ [−1, 1], ∥f∥∞ 6 1, ∥f ′∥∞ 6 1, ∥f ′′∥∞ 6 1}. (15)

Введемо метрику на M∞ :

ρ∞(µ, ν) = sup
r∈R

sup
f∈Z

∣∣∣∣∣
∫
R

f(x+ r)(µ(dx)− ν(dx))

∣∣∣∣∣.
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Теорема 6. Припустимо, що:
1) функцiя a : R×M → R є обмеженою та неперервною за сукупнiстю змiнних;
2) ∀C > 0 ∃LC > 0 ∀µ ∈ MC ∀x1, x2 ∈ R |a(x1, µ) − a(x2, µ)| 6 LC |x1 − x2|;
3) ∃K > 0 ∀x ∈ R ∀µ, ν ∈ M∞ |a(x, µ) − a(x, ν)| 6 Kρ∞(µ, ν);
4) m ∈ M∞.

Тодi iснує єдиний сильний розв’язок (14).
Для доведення теореми достатньо перевiрити потраєкторну єдинiсть розв’язку та ско-

ристатись теоремою 5 та теоремою Ямада–Ватанабе.
Зауваження 4. Доведення теорем 5 та 6 справедливi i для рiвняння

dφt(x) = a(φt(x), ν(t))dt+ dw(t), x ∈ R, t ∈ [0, T ],

ν(t) = Ewm ◦ φt(·)−1,

φ0(x) = x, x ∈ R,

(16)

отже, за припущень теореми 6 iснують єдинi сильнi розв’язки рiвнянь (14) та (16). Про-
цес {φt(x), x ∈ R, t ∈ [0, T ]} з (14) є вимiрним вiдносно вiнерiвської фiльтрацiї, отже,
пара {φt(x), µ(t)), x ∈ R, t ∈ [0, T ]} також задовольняє рiвняння (16). Тому розв’язки рiв-
нянь (14) та (16) збiгаються i з теореми 4 випливає, що довiльна слабка гранична точка
послiдовностi {µn(·), n > 1} є невипадковою.

З теорем 4 та 6 випливає такий результат.
Теорема 7. Нехай {µn(·), Xn

i (·), i ∈ Z} — довiльнi розв’язки рiвнянь (5). Припустимо,
що:

1) функцiя a : R×M → R є обмеженою та неперервною за сукупнiстю змiнних;
2) функцiя a = a(x, µ) є неперервно диференцiйовною за x, причому

∀C > 0 ∃LC > 0 ∀µ ∈ MC ∀x ∈ R |a′x(x, µ)| 6 LC ;

3) ∃K > 0 ∀x ∈ R ∀µ, ν ∈ M∞ |a(x, µ) − a(x, ν)| 6 Kρ∞(µ, ν);
4) m ∈ M∞.

Тодi послiдовнiсть мiрозначних процесiв {µn(·), n > 1} ⊂ C([0, T ],M) слабко збiгається до
мiрозначного процесу ν(·), який єдиним чином визначається з рiвняння (14).

Приклад 3. Нехай,

a(x, µ) = g1

(∫
R

g2(y − x)µ(dy)

)
,

причому:
1) функцiя g1 ∈ C1(R), функцiї g1, g′1 є обмеженими;
2) функцiя g2 ∈ C1

c (R).
Для такої функцiї a виконанi припущення всiх попереднiх теорем.
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Об уравнении Маккина–Власова с бесконечной массой

Рассмотрены бесконечные системы стохастических дифференциальных уравнений, описыва-
ющие движение взаимодействующих частиц в случайной среде. Доказаны теоремы су-
ществования и единственности решений. Также доказана предельная теорема для соот-
ветствующих мерозначных процессов в случае, когда масса каждой частицы стремится
к нулю, а плотность частиц возрастает к бесконечности.

Ключевые слова: мерозначные процессы, уравнение Маккина–Власова.
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On the McKean–Vlasov equation with infinite mass

We consider infinite systems of stochastic differential equations that describe the motion of interacti-
ng particles in a random environment. Theorems on existence and uniqueness of the solution are
proved. We also obtain a limit theorem for corresponding measure-valued processes in the case where
the mass of each particle tends to zero, and the density of particles grows to infinity.

Keywords: measure-valued processes, McKean–Vlasov equation.
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