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О многозначных решениях задачи Римана–Гильберта
в многосвязных областях
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Для уравнений Бельтрами в областях, ограниченных конечным числом гладких жорда-
новых кривых, доказано существование многозначных решений задачи Римана–Гильбер-
та с коэффициентами счетно-ограниченной вариации и граничными данными, измери-
мыми относительно логарифмической емкости. Показано, что пространства решений
имеют бесконечную размерность.
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Пусть D — область в комплексной плоскости C и пусть µ : D → C — измеримая функция
с |µ(z)| < 1 п. в. Уравнением Бельтрами вD с коэффициентом µ называется уравнение вида

fz = µ(z) · fz, (1)

где fz = ∂f = (fx+ ify)/2, fz = ∂f = (fx− ify)/2, z = x+ iy, fx и fy — частные производные
функции f : D → C по x и y соответственно. Уравнение (1) называется невырожденным,
если ∥µ∥∞ < 1.

Краевые задачи для аналитических функций f восходят к знаменитой диссертации Ри-
мана (1851), известным работам Гильберта (1904, 1912, 1924) и Пуанкаре (1910). С истори-
ей вопроса можно ознакомиться в [1], а также [2], где рассматривался случай обобщенных
аналитических функций.

Напомним только, что в 1904 г. Гильберт поставил следующую проблему, которую те-
перь принято называть проблемой Гильберта или проблемой Римана–Гильберта. Она со-
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стояла в доказательстве существования и нахождении аналитической функции f в области
D ⊂ C, ограниченной спрямляемой жордановой кривой K, с граничным условием

lim
z→ζ

Reλ(ζ) · f(z) = φ(ζ) ∀ζ ∈ K, (2)

где им предполагалось, что функции λ и φ непрерывно дифференцируемы относительно
натурального параметра длины на кривой K и что |λ| ̸= 0 на K. Поэтому без ограничения
общности можно считать, что |λ(ζ)| ≡ 1.

В данной работе рассматриваются многозначные решения задачи Римана–Гильберта
для уравнения Бельтрами (1) в духе теории многозначных аналитических функций. В связи
с этим напомним, что отображение f : D → C дискретно, если прообраз f−1(y) каждой
точки y ∈ C состоит из изолированных точек, и открыто, если образ любого открытого
множества U ⊂ D является открытым в C.

В дальнейшем говорим, что непрерывное, дискретное и открытое отображение
f : B(z0, ε0) → C, где круг B(z0, ε0) := {z ∈ C : |z − z0| < ε0} лежит в области D, является
локальным регулярным решением уравнения Бельтрами (1), если f ∈W 1,1

loc и удовлетворя-
ет (1) в B(z0, ε0) п. в. Локальные регулярные решения f0 : B(z0, ε0) → C и f∗ : B(z∗, ε∗) → C
уравнения (1) называются продолжениями друг друга, если существует конечная цепь та-
ких локальных решений fi : B(zi, εi) → C, i = 1, . . . ,m, что f1 = f0, fm = f∗ и fi(z) ≡ fi+1(z)
для z ∈ Ei := B(zi, εi)

∩
B(zi+1, εi+1) ̸= ∅, i = 1, . . . ,m − 1. Совокупность локальных регу-

лярных решений fj : B(zj , εj) → C, j ∈ J , будем называть многозначным решением урав-
нения Бельтрами (1) в D, если круги B(zj , εj) накрывают всю область D и fj являются
продолжениями друг друга через данную совокупность локальных решений, которая явля-
ется максимальной по включению.

2. Определения и предварительные замечания.
Пусть D — область в C, ограниченная конечным числом жордановых кривых. Функцию

λ : ∂D → C называем функцией ограниченной вариации на открытой дуге γ ⊂ ∂D, пишем
λ ∈ BV(γ), если

Vλ(γ) := sup

k−1∑
j=0

|λ(ζj+1)− λ(ζj)| <∞, (3)

где супремум берется по всем конечным наборам точек ζj ∈ γ, j = 0, 1, . . . , k, таким, что ζj
лежит между ζj+1 и ζj−1 для каждого j = 1, . . . , k − 1.

Далее, функцию λ называем функцией счетно-ограниченной вариации, пишем λ ∈
∈ CBV(∂D), если найдется счетное число попарно непересекающихся открытых дуг γn ⊂
⊂ ∂D, на каждой из которых она является функцией ограниченной вариации, а множество
∂D \

∪
γn счетно.

Следующая лемма является обобщением известной теоремы Каратеодори (см., напри-
мер, теорему 9.4 в [4] и теорему II. C.1 в [5]). Доказательство можно найти в [6].

Лемма 1. Пусть D — ограниченная область в C, компонентами границы которой
являются жордановы кривые, D∗ — ограниченная, невырожденная круговая область в C,
пусть ω : D → D∗ — конформное отображение. Тогда отображение ω может быть про-
должено до отображения D на D∗.

Напомним (см. [7]), что область D в C = C
∪
{∞} называется круговой, если ее граница

состоит из конечного числа взаимно непересекающихся окружностей и точек. Если граница
этой области состоит только из окружностей, то называем эту область невырожденной.
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Наконец, определение и основные свойства логарифмической емкости можно найти в [3]
(см. также [1]).

3. Основные результаты. Следующая теорема дает решение задачи Римана–Гиль-
берта в случае областей, ограниченных конечным числом гладких жордановых кривых.
Напомним, что гладкие (и липшицевы) жордановы кривые являются квазиконформными,
т. е. являются образами окружностей при квазиконформных отображениях C на себя (см.,
например, пункт II.8.10 в [9]).

Теорема 1. Пусть D — область в C, ограниченная конечным числом гладких жордано-
вых кривых, µ : D → C — измеримая функция с ∥µ∥∞ < 1, пусть λ : ∂D → C, |λ(ζ)| ≡ 1 —
функция класса CBV(∂D) и φ : ∂D → R — функция, измеримая относительно логари-
фмической емкости. Тогда существует многозначное решение уравнения Бельтрами (1),
которое удовлетворяет граничному условию (2) п. в. относительно логарифмической ем-
кости вдоль любых некасательных путей.

Действительно, продолжая µ нулем всюду вне D, получаем существование квазикон-
формного отображения f : C → C, f(∞) = ∞, удовлетворяющего уравнению Бельтра-
ми (1) с таким образом продолженным µ (см., например, теорему V. B.3 в [8]). Рассмотрим
D∗ = f(D). Область D∗ допускает конформное отображение g на круговую область D∗
(см., например, теорему V.6.2 в [7]). Заметим, что область D∗ является невырожденной,
поскольку изолированные особые точки конформного отображения являются устранимыми
по теореме Вейерштрасса (см., например, теорему 1.2 в [4]).

Ясно, что h := g ◦ f — квазиконформный гомеоморфизм, удовлетворяющий тому же са-
мому уравнению Бельтрами (1). Заметим, что h допускает продолжение до гомеоморфизма
D на D∗, поскольку g допускает продолжение до гомеоморфизма D∗ на D∗ по лемме 1. Да-
лее, по принципу отражения для квазиконформных отображений, привлекая конформные
отражения (инверсии) относительно граничных окружностей в образе и квазиконформные
отражения относительно квазиконформных кривых в прообразе, мы можем продолжить h
до квазиконформного отображения H некоторой окрестности U замыкания исходной об-
ласти D на некоторую окрестность V замыкания круговой области D∗ (см., например, I.8.4,
II.8.2 и II.8.3 в [9]).

Отметим, что при этом Λ := λ ◦ H−1|∂D∗ принадлежит классу CBV(∂D∗). Кроме то-
го, функция Φ = φ ◦ H−1|∂D∗ является измеримой относительно логарифмической емкос-
ти.

Действительно, логарифмическая емкость множества совпадает с его трасфинитным
диаметром (см., например, пункт 110 в [10]). Поэтому при отображениях H и H−1 мно-
жества логарифмической емкости нуль на ∂D переходят в множества логарифмической
емкости нуль на ∂D∗ и наоборот, поскольку квазиконформные отображения являются не-
прерывными по Гельдеру на компактах (см., например, теорему II.4.3 [9]).

Таким образом, при отображениях H и H−1 любые множества, измеримые относительно
логарифмической емкости, переходят в множества, измеримые относительно логарифми-
ческой емкости, поскольку любое такое множество представимо в виде объединения сиг-
ма-компакта и множества логарифмической емкости нуль, а компакты при непрерывных
отображениях переходят в компакты и являются измеримыми относительно логарифмичес-
кой емкости.

Заметим также, что при квазиконформных отображениях H и H−1 искажение углов
ограничено (см., например, [11]) и, следовательно, некасательные пути к ∂D переходят
в некасательные пути к ∂D∗ и наоборот.
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Поэтому исходная задача Римана–Гильберта для уравнения Бельтрами (1) сводится
к задаче Римана–Гильберта для аналитических функций F в круговых областях:

lim
w→η

Re{Λ(η) · F (w)} = Φ(η) (4)

для п. в. η ∈ ∂D∗ относительно логарифмической емкости, а по теореме 1 в [12] существует
многозначная аналитическая функция F : D∗ → C, для которой это условие выполняется
для п. в. η ∈ ∂D∗ относительно логарифмической емкости вдоль любых некасательных пу-
тей и, таким образом, искомое регулярное решение исходной задачи Римана–Гильберта (2)
для уравнения Бельтрами (1) существует и представимо в виде f = F ◦H.

Замечание 1. Как это следует из приведенной схемы доказательства, в теореме 1 усло-
вие гладкости граничных жордановых кривых можно заменить на более слабое условие
квазиконформности и спрямляемости, однако тогда граничное условие (2) для найденного
решения будет выполняться п. в. только относительно натурального параметра длины на
граничных кривых, т. е. при этом ослабляется как условие, так и заключение теоремы.

Теорема 2. В условиях теоремы 1 и замечания 1 пространства решений имеют бес-
конечную размерность.

Последний результат является прямым следствием теоремы 3 в [12], а также конструк-
ций решений в доказательстве теоремы 1.
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Про багатозначний розв’язок задачi Рiмана–Гiльберта
для аналiтичних функцiй у кругових областях

Для рiвнянь Бельтрамi в областях, обмежених скiнченним числом гладких жорданових
кривих, доведено iснування багатозначних розв’язкiв задачi Рiмана–Гiльберта з коефiцiєн-
тами злiченно-обмеженої варiацiї та граничними даними, що є вимiрними вiдносно лога-
рифмiчної ємностi. Показано, що простори розв’язкiв мають нескiнченну розмiрнiсть.

Ключовi слова: рiвняння Бельтрамi, задача Рiмана–Гiльберта, аналiтичнi функцiї, багато-
значнi розв’язки, логарифмiчна ємнiсть.
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On multivalent solutions of the Riemann–Hilbert problem in multiply
connected domains

For the Beltrami equations in the domains bounded by a finite collection of smooth Jordan curves,
the existence of multivalent solutions of the Riemann–Hilbert problem with coefficients of sigma–
finite variation and with boundary data, which are measurable with respect to the logarithmic capaci-
ty, is proved. It is shown that these spaces of solutions have the infinite dimension.

Keywords: Beltrami equation, Riemann–Hilbert problem, analytic functions, multivalent soluti-
ons, logarithmic capacity.
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