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Розроблено математичний апарат, призначений для дослiдження та розв’язання бага-
токласових задач класифiкацiї на основi використання функцiй екстраполяцiйної глиби-
ни. Дослiджено властивостi функцiй екстраполяцiйної глибини, що дозволяють отри-
мати стiйкий до викидiв непараметричний класифiкатор, здатний обходити об’єкти
з нульовою глибиною. Вивчаються непараметричнi критерiї для визначення та побудо-
ви багаторiвневої структури згладжування, що дозволяє отримати глобальнi власти-
востi функцiй щiльностi та меж класiв при вiдповiдних умовах регулярностi.

Ключовi слова: функцiя екстраполяцiйної глибини, байєсiвський ризик, ядернi оцiнки
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Постановка задачi. Як вiдомо, класифiкатор максимальної глибини класифiкує дослi-
джуваний об’єкт за класом, вiдносно якого вiн знаходиться на максимальнiй глибинi. Вра-
ховуючи складнiсть обчислень, використання довiльних функцiй глибини для класифiкацiї
даних на основi максимальної глибини може бути дещо ускладненим у просторi великої
розмiрностi. Зокрема, функцiя глибини∇◦ є легко обчислювальною, однак не є афiнно-iнва-
рiантною. Для вирiшення цiєї проблеми необхiдно використовувати оцiнки з гарантованим
рiвнем значущостi для матрицi розсiювання ΞH , де афiнно-iнварiантнiсть задається так:

∇◦E(z,H) = 1−
∥∥∥∥ΩH

{
Ξ
−1/2
H (z − Z)

∥Ξ−1/2
H (z − Z)∥

}∥∥∥∥. (1)

Класифiкатор максимальної екстраполяцiйної глибини задається у виглядi

ℑ1(z) = arg max
l∈{1,...,L}

Fe(z,Hlml
) = arg min

l∈{1,...,L}
Υ(z,Hlml

), (2)
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де m1, m2, . . . ,mL — об’єкт з L конкуруючих класiв, а Hlml
— емпiрична функцiя розподiлу

L-го класу для l = 1, . . . , L. Зазначимо, що Fe(z,Hl) є монотонно зростаючою функцiєю вiд
hl(z), якщо множинна функцiя щiльностi hl є елiптично-симетричою та унiмодальною [1].

Властивостi функцiй максимальної екстраполяцiйної глибини. Можна ствер-
джувати, що множинна форма класифiкатора ℑ1(·) збiгається з байєсiвським класифiкато-
ром ℑB(z) = arg max

16l6L
plhl(z), якщо p1 = . . . = pL = 1/L, тобто коли апрiорнi ймовiрностi

конкуруючих класiв є рiвними, а також, якщо hl вiдрiзняються лише своїми параметрами
розташування. Тому при збiльшеннi розмiру вибiрки даних частота помилок класифiкатора
ℑ1(·) також сходиться до байєсiвського ризику ΨB, тобто частоти помилок ℑB(·).

Лема 1. Якщо для деякої функцiї щiльностi h та параметрiв розташування ε1, ε2,
. . ., εL функцiї h1, h1, . . ., hL задовольняють модель зсуву розташування, тобто hl(z) =
= h(z−εl), а також є унiмодальними та елiптично-симетричними, то частота помилок
класифiкатора максимальної екстраполяцiйної глибини ℑ1(·) сходиться до байєсiвського
ризику при min{m1,m2, . . . ,mL} → ∞.

Доведення. Як слiдує з леми 1, множинна форма класифiкатора ℑ1(·) є байєсiвським
класифiкатором. Отже ми маємо

|Ψ(ℑ1)−ΨB| 6

6 1

L

L∑
l=1

∫ ∣∣∣∣∣
L∏

i=1,i ̸=l

Λ

{
Fe(z,Hlml

)

Fe(z,Himi)
> 1

}
−

L∏
i=1,i ̸=l

Λ

{
Fe(z,Hl)

Fe(z,Hi)
> 1

}∣∣∣∣∣hl(z) dz, (3)

оскiльки частота помилок ℑ1(·) задається, як Ψ(ℑ1) =
L∑
l=1

plP{ℑ1(Z) ̸= l}, де Z ∈ l — класу.

Таким чином, для l = 1, . . . , L має мiсце така збiжнiсть:

sup
z∈Rr
|Fe(z,Hlml

)− Fe(z,Hl)|
ас.→ 0 при ml →∞. (4)

В результатi, використовуючи теорему Лебега про мажоровану збiжнiсть, можна ствер-
джувати, що Ψ(ℑ1) → ΨB. Лему доведено.

Теорема 1. Нехай множинний розподiл H має елiптично-симетричну щiльнiсть з па-
раметрами розташування та масштабу ε та Ξ вiдповiдно. Якщо VH є визначеною постiй-
ною величиною, тодi має мiсце така рiвнiсть:

C(z,H) = {(z − ε)′Ξ−1(z − ε)}1/2 = VHΥ(z,H).

Доведення. Враховуючи симетричнiсть φ′Z вiдносно φ′ε, ми маємо, що εH(φ′Z) = φ′ε
для ∀φ ∈ Rr. Звiдси

Υ(z,H) = sup
φ : ∥φ∥=1

{
|φ′z − εH(φ′Z)|

ηH(φ′Z)

}
= sup

φ : ∥φ∥=1

{
|φ′(z − ε)|
ΣH(φ′Z)

ΣH(φ′Z)

ηH(φ′Z)

}
, (5)

де ΣH — стандартне вiдхилення.
Можна стверджувати, що φ′X

r
= ∥φ∥X1, де X1 — перша компонента X=(X1, X2, . . . , Xr)

′.
Даний результат має мiсце, оскiльки для ∀φ ∈ Rr, X = Ξ−1/2(Z − ε) є сферично-розподi-
леною функцiєю. Таким чином, ми маємо φ′Z = φ′ε + φ′Ξ1/2Z = εφ + j′φX

r
= εφ + ∥jφ∥X1,

де εφ = φ′ε та jφ = Ξ1/2φ.
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Отже, ηH(φ′Z) = ∥jφ∥ηH(X1), а ΣH(φ′Z) = ∥jφ∥ΣH(X1). Звiдси

ΣH(φ′Z)

ηH(φ′Z)
=

ΣH(X1)

ηH(X1)
=

1

VH
. (6)

Отже, результат має мiсце, оскiльки

sup
φ : ∥φ=1∥

{
|φ′(z − ε)|
ΣH(φ′Z)

}
= {(z − ε)′Ξ−1(z − ε)}1/2, (7)

а також враховуючи той факт, що VH не залежить вiд φ. Теорему доведено.
У данiй роботi дослiджуються властивостi функцiй екстраполяцiйної глибини, що голов-

ним чином базуються на елiптичнiй симетрiї розподiлiв. Розглянемо випадок, коли розподi-
ли множин даних є елiптичними. Якщо E(z,Hl) є глибиною z вiдносно Hl, тодi байєсiвський
класифiкатор задається так:

ℑB(z) = arg max
16l6L

plol{E(z,Hl)}, (8)

де ol — вiдповiдна функцiя перетворення. Зауважимо, що функцiя перетворення ol є мо-
нотонно-спадною та однаковою для всiх груп множин даних, якщо функцiї hl є унiмодаль-
ними, а розподiли множин даних вiдрiзняються лише параметрами розташування вiдповiд-
но [2]. Крiм того, байєсiвський класифiкатор є еквiвалентним класифiкатору максимальної
глибини, якщо pl рiвнi. Проте, при невиконаннi хоча б одного з вищенаведених припущень
виникає потреба в отриманнi iнформацiї щодо функцiональних форм ol. Для функцiй екс-
траполяцiйної глибини функцiї перетворення ol можуть бути отриманi на основi теореми 1.

Лема 2. Якщо ξl(·) є функцiєю щiльностi вiд Fe(z,Hl), а функцiї h1, h2, . . ., hL є елi-
птично-симетричними, то байєсiвський класифiкатор задається, як

ℑB(z) = arg max
l∈{1,...,L}

αlξl{Fe(z,Hl)}{Fe(z,Hl)}r−3

{1− Fe(z,Hl)}r−1
, (9)

де αl — постiйна величина.
Доведення. Враховуючи елiптичну симетрiю функцiй hl, ми маємо

hl(z) = I

(
r

2

)
(2p)−r/2|Ξl|−1/2 cl(C(z,Hl))

C(z,Hl)r−1
, (10)

де cl — ймовiрнiсна функцiя щiльностi вiд C(z,Hl) = {(z − εl)
′Ξ−1

l (z − εl)}1/2, а εl та Ξl —
параметри розташування та масштабу для hl вiдповiдно.

Отже, можна стверджувати, що

ℑB(z) = arg max
16l6L

plhl(z) = arg max
16l6L

αlλl{I(z,Hl)}
{I(z,Hl)}r−1

, (11)

де постiйна величина αl залежить вiд Hl та pl, а λl є функцiєю щiльностi вiд I(z,Hl).
Зазначимо, що класифiкатор (11) слiдує з теореми 1. Враховуючи той факт, що

Fe(z,Hl) = {1 + I(z,Hl)}−1, (12)

доведення випливає з властивостей вибiркового розподiлу. Лему доведено.
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Як слiдує з доведення теореми 1, поки αl змiнюються залежно вiд вибору одновимiрних
мiр розташування та масштабу, лема 2 є справедливою для довiльного визначення функцiй
екстраполяцiйної глибини.

Ядернi оцiнки щiльностi. Для побудови розвиненої версiї класифiкатора екстрапо-
ляцiйної глибини ми використовуємо метод ядерних оцiнок щiльностi для оцiнювання ξl та
вибiркову форму Fe(z,Hlml

) для оцiнювання Fe(z,Hl). У даному випадку оцiнюється лише
одновимiрна щiльнiсть незалежно вiд розмiрностi простору вимiрювань. Таке оцiнювання
дозволяє обiйти проблему “прокляття розмiрностi”, що часто має мiсце в багатовимiрних
непараметричних оцiнках щiльностi.

Зауважимо, що вибiр смуги пропускання al є обов’язковим для оцiнки ξl, де 1 6 l 6 L.
Дана оцiнка щiльностi задається так:

ξlal(ω) = (mlal)
−1

ml∑
i=1

Θ{a−1
l (ω − ω(l)

ml
(zli))}, (13)

де Θ — функцiя ядра, а ω(l)
ml
(z) = Fe(z,Hlml

).
У даному випадку визначений рiвень згладжування може демонструвати рiзну поведiн-

ку у рiзних областях простору вимiрювань. Виходячи з цього, актуальною задачею є дослiд-
ження результатiв класифiкацiї для рiзних масштабiв згладжування замiсть використання
фiксованої пари (a1, a2) у визначеному дiапазонi [3]. Об’єднання даних, що iндексованi по
смугах пропускання, можна проводити за допомогою прийняття зваженого середнього зна-
чення оцiнених апостерiорних ймовiрностей [4].

Зазначимо, шо eρm,a1,a2 (z) дає оцiнку p1h1(z)/p2h2(z), оскiльки елемент z класифiкується
до першого класу, якщо

ρm,a1,a2(z) = log[d(1)m1,a1(z)]− log[d(2)m2,a2(z)]−∆ > 0, (14)

де ∆ вибирається шляхом мiнiмiзацiї помилки перехресної перевiрки для фiксованих (a1, a2).
Отже, ми маємо

πm,a1,a2(1|z) =
eρm,a1,a2 (z)

1 + eρm,a1,a2 (z)
, (15)

що є оцiненою апостерiорною ймовiрнiстю класу.
Оскiльки π∗

m(l|z) =
∑

a1,a2∈A
qa1,a2πm,a1,a2(l|z), результуючий класифiкатор отримується

шляхом об’єднання апостерiорних оцiнок, отриманих при рiзних значеннях (a1, a2), а саме:

ℑ3(z) = argmax
l=1,2

π∗
m(l|z). (16)

Зазначимо, що qa1,a2 — вага, що присвоюється класифiкатору, для якого a1 та a2 є смугами
пропускання двох класiв [5].

Теорема 2. Припустимо, що для l = 1, 2, h1 та h2 є елiптично-симетричними, де
hl(z) > 0 для ∀z ∈ Rr, а Hβ,l(z̄) = P (β(Z) 6 z̄) є рiвномiрно неперервною функцiєю в z̄,
де β(z) = d(2)(z)/d(1)(z), d(l)(z) = ωl(ξ

(l)(z))(ξ(l)(z))r−3/(1 − ξ(l)(z))r−1, ξ(l)(z) = Fпр(z,Hl),
а Z ∈ l-му класу. Також припустимо, що для agl та ajl мають мiсце збiжностi al → 0
та mla

4
l → ∞ при ml → ∞. Тодi коефiцiєнт помилкової класифiкацiї багаторiвнево-

го класифiкатора екстраполяцiйної глибини ℑ3(·) сходиться до байєсiвського ризику при
min{m1,m2} → ∞.
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Доведення. Доведення даної теореми слiдує з теореми Лебега про мажоровану збi-
жнiсть при умовi, якщо для фiксованого z, π∗

m(1|z) P→π(1|z) при min{m1,m2} → ∞.
Припустимо, що збiжнiсть π∗

m(1|z) P→π(1|z) не має мiсця. Отже, ∃{m∆ = (m1∆,m2∆) :
∆ > 1} та µ0 > 0, що для ∀∆ > 1, |π∗

m∆
(1|z) − π(1|z)| > µ0. Нехай {Am∆} — вiдповiдна

послiдовнiсть дiапазону смуг пропускання, де ∆ > 1.
Враховуючи той факт, що π∗

m∆
(1|z) є зваженим середнiм значенням π̄m∆,a1,a2(1|z), мож-

на отримати таку пiдпослiдовнiсть {(am∆
1 , am∆

2 ) ∈ Am∆ ,∆ > 1}, що |π̄m∆,a
m∆
1 ,a

m∆
2

(1|z) −

− π(1|z)| > µ0 для всiх ∆ > 1. Звiдси слiдує, що збiжнiсть π̄m∆,a
m∆
1 ,a

m∆
2

(1|z) P→π(1|z) не
має мiсця. В результатi маємо протирiччя, оскiльки послiдовнiсть смуг пропускання задо-
вольняє умову регулярностi, при якiй для l = 1, 2, al → 0 та mla

4
l → ∞ при ml → ∞.

Теорему доведено.
Пiдводячи пiдсумки можна стверджувати, що вибiр вагової функцiї q не має значного

впливу на вибiркову продуктивнiсть класифiкатора ℑ3(·). Однак вибiр A та q є необхiдним
при використаннi скiнченної вибiрки. В результатi, необхiдно використовувати бiльш ве-
ликi ваги для класифiкаторiв, що мають бiльш низькi частоти помилок, де вага повинна
поступово зменшуватися при збiльшеннi частоти помилок.
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Исследование свойств функций экстраполяционной глубины
с использованием ядерных оценок плотности

Разработан математический аппарат, предназначенный для исследования и решения мно-
гоклассовых задач классификации на основе использования функций экстраполяционной глу-
бины. Исследованы свойства функций экстраполяционной глубины, позволяющие получить
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устойчивый к выбросам непараметрический классификатор, способный обходить объекты
с нулевой глубиной. Исследованы непараметрические критерии для определения и постро-
ения многоуровневой структуры сглаживания, которая позволяет получить глобальные
свойства функций плотности и границ классов при соответствующих условиях регуляр-
ности.

Ключевые слова: функция экстраполяционной глубины, байесовский риск, ядерные оценки
плотности.
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Research of properties of the extrapolation depth functions using kernel
density estimates

The mathematical apparatus, which is intended for the research and solving the multiclass classifi-
cation problems based on the use of the extrapolation depth functions, is developed. The properties
of the extrapolation depth functions, which allow one to obtain some nonparametric classifier resi-
stant to outliers that is able to bypass objects with zero depth, are studied. Nonparametric criteria to
define and to build a multilevel smoothing structure, which enables one to obtain the global properti-
es of density functions and the boundaries of classes under appropriate conditions of regularity,
are studied.
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