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Прямi й оберненi теореми теорiї наближень розв’язкiв
диференцiальних рiвнянь у банаховому просторi

Розглянуто рiвняння вигляду y′(t) = Ay(t), t ∈ (−∞,∞), де A — генератор C0-групи
лiнiйних операторiв у банаховому просторi. Наведено прямi й оберненi теореми теорiї
наближень слабких розв’язкiв цього рiвняння цiлими розв’язками експоненцiального ти-
пу, якi встановлюють взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж порядком прямування до
нуля найкращого наближення розв’язку i степенем його гладкостi.

Ключовi слова : банахiв простiр, диференцiальне рiвняння у банаховому просторi, слаб-
кий розв’язок, C0-група лiнiйних операторiв, цiла вектор-функцiя, цiла вектор-функцiя
експоненцiального типу, найкраще наближення, модуль неперервностi.

1. Нехай {U(t)}t∈R — обмежена C0-група лiнiйних неперервних операторiв у банаховому
просторi B з нормою ∥ · ∥ над полем C комплексних чисел, тобто (див. [1]):

(i) ∀t, s ∈ R : U(t + s) = U(t)U(s);
(ii) ∀f ∈ B : U(t)f → f при t → 0;
(iii) ∥U(t)∥ 6 c, t ∈ R, c > 0 — стала.
Введенням нової норми в B, еквiвалентної вихiднiй, можна добитися, щоб ∥U(t)∥ = 1,

t ∈ R, а тому надалi групу {U(t)}tR вважатимемо iзометричною. Позначимо через A її
генератор, а через C{1}(A) — множину його цiлих векторiв експоненцiального типу:

C{1}(A) =

{
f ∈

∞∩
n=1

D(An) | ∃c = c(f) > 0, ∃α > 0, ∀n ∈ N0 = N
∪
{0} : ∥Anf∥ 6 cαn

}

(D(·) — область визначення оператора). Величину

σ(f,A) = inf{α > 0: ∥Anf∥ 6 cαn (n ∈ N0, c = c(f))}
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називатимемо типом вектора f ∈ C{1}(A) вiдносно оператора A. Як показано в [2], у випад-
ку, коли A — генератор обмеженої C0-групи, множина C{1}(A) є щiльною в B.

Розглянемо тепер рiвняння

y′(t) = Ay(t), t ∈ R. (1)

Пiд слабким розв’язком рiвняння (1) розумiтимемо неперервну вектор-функцiю y(t) : R 7→

7→ B таку, що
t∫
0

y(s) ds ∈ D(A) для будь-якого t ∈ R i яка задовольняє рiвняння

y(t) = A

t∫
0

y(s) ds+ y(0).

Множину всiх слабких розв’язкiв рiвняння (1) позначимо через S. Вiдомо (див. [3]), що

S = {y(t) : R 7→ B | y(t) = U(t)f, f ∈ B}, (2)

тодi як множина сильних (або просто) розв’язкiв описується формулою (2), де f перебiгає
всю множину D(A). Неважко переконатися, що S — банахiв простiр вiдносно норми ∥y∥S =
= sup

t∈R
∥U(t)f∥.

Якщо оператор A обмежений, то будь-який слабкий розв’язок рiвняння (1) допускає
продовження до цiлої B-значної вектор-функцiї експоненцiального типу

σ(y) = inf{α > 0: ∥y(t)∥ 6 ceαt} 6 ∥A∥.

Це не так у випадку необмеженого A. Множина S0 усiх слабких розв’язкiв, що мають таку
властивiсть, описується нижченаведеною теоремою.

Теорема 1. Слабкий розв’язок y(t) рiвняння (1) належить до множини S0 тодi i тiль-
ки тодi, коли його можна зобразити у виглядi

y(t) = U(t)f, f ∈ C{1}(A).

Ця множина є щiльною в просторi S i σ(y) = σ(f,A). Бiльш того, для y ∈ S0 має мiсце
аналог нерiвностi Бернштейна

∥y(k)∥S 6 σk(y)∥y∥S .

З огляду на цю теорему природно постає питання про можливiсть наближення довiль-
ного слабкого розв’язку рiвняння (1) цiлими розв’язками експоненцiального типу. Нижче
дається вiдповiдь на це питання, а саме, установлюються прямi й оберненi теореми, в яких
з’ясовується зв’язок мiж степенем гладкостi розв’язку i порядком прямування до нуля його
найкращого наближення. Важливу роль при цьому вiдiграє операторний пiдхiд до задач
апроксимацiї, розвинутий в [4–6].

2. Для y ∈ S покладемо

Er(y) = inf
z∈S0:σ(z)6r

∥y − z∥S (r > 0).
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Отже, Er(y) — найкраще наближення слабкого розв’язку y(t) рiвняння (1) цiлими його
розв’язками z(t) експоненцiального типу, тип яких не перевищує r. При фiксованому y
функцiя Er(y) не зростає i, оскiльки S0 = S, Er(y) → 0 при r → ∞.

Для довiльних t > 0 i k ∈ N позначимо через ωk(t, y) модуль неперервностi порядку k
вектор-функцiї y ∈ S:

ωk(t, y) = sup
|h|<t

sup
s∈R

∥∥∥∥∥
k∑

j=0

(−1)k−jCj
ky(s+ jh)

∥∥∥∥∥, ω0(t, y) = ∥y(t)∥.

Виходячи з (2), приходимо до висновку, що

∀k ∈ N0 : ωk(t, y) = sup
|τ |<t
∥(U(τ)− I)ky∥S .

Нижчесформульована теорема установлює зв’язок мiж Er(y) та ωk(t, y), який по сутi є ана-
логом нерiвностi Джексона при наближеннi неперервної перiодичної функцiї тригономе-
тричними полiномами.

Теорема 2. Нехай y ∈ S. Тодi

∀k ∈ N, ∃ck : Er(y) 6 ckωk

(
1

r
, y

)
(r > 0).

Позначимо через Cm(R,B) множину всiх m разiв неперервно диференцiйовних B-зна-
чних вектор-функцiй на R. Замкненiсть оператора A i включення y ∈ S

∩
Cm(R,B) зумов-

люють включення y(k) ∈ S, k = 1, 2, . . . ,m. Якщо f ∈ D(Am), то

∀t ∈
(
−1

r
,
1

r

)
: ∥(U(t)− I)m+kf∥ 6 1

rm
∥(U(t)− I)kAmf∥

(I — тотожний оператор). З цiєї нерiвностi i теореми 2 випливає
Теорема 3. Припустимо, що y ∈ S

∩
Cm(R,B). Тодi

∀m, k ∈ N0, ∀r > 0: Er(y) 6
ck
rm

ωk

(
1

r
, y(m)

)
(сталi ck такi самi, як у теоремi 2).

Покладаючи в теоремi 3 k = 0 i враховуючи, що ω0(t, y) = ∥y(t)∥, одержуємо
Наслiдок 1. Нехай y ∈ S

∩
Cm(R,B), m ∈ N0. Тодi

∀r > 0: Er(y) 6
c0
rm
∥y(m)∥.

Зазначимо, що з нерiвностi Er(y) 6
c

rm
, r > 0, ще не випливає, що y ∈ Cm(R,B). Проте

має мiсце таке твердження, обернене до теореми 3.
Теорема 4. Нехай ω(t) — функцiя типу модуля неперервностi, тобто:
1) ω(t) є неспадною неперервною функцiєю на R+ = [0,∞);
2) ω(0) = 0;
3) ∃γ > 0, ∀t ∈ [0, 1] : ω(2t) < γω(t);
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4)
1∫

0

ω(t)

t
dt < ∞.

Якщо для y ∈ S iснують стала c > 0 i m ∈ N такi, що

Er(y) 6
c

rm
ω

(
1

r

)
(∀r > 0),

то y ∈ Cm(R,B) i

∀k ∈ N, ∀t ∈
(
0,

1

2

)
, ∃ck > 0: ωk(t, y) 6 ck

(
tk

t∫
0

ω(s)

s
ds+

1∫
t

ω(s)

sk+1
ds

)
.

Наслiдок 2. Нехай y ∈ S i

∃ε > 0, ∃c > 0: Er(y) 6
c

rm+ε
.

Тодi y ∈ Cm(R,B).
Позначимо через C∞(R,B) множину всiх нескiнченно диференцiйовних B-значних век-

тор-функцiй на R.
Наслiдок 3. Має мiсце таке спiввiдношення еквiвалентностi:

y ∈ C∞(R,B)⇐⇒ ∀k ∈ N : Er(y) = o

(
1

rk

)
.

3. У випадку, коли B = H — гiльбертiв простiр, групу {U(t)}tR можна вважати унi-
тарною, оскiльки (див. [7]) для будь-якої обмеженої групи в H можна пiдiбрати в цьому
просторi скалярний добуток, еквiвалентний вихiдному, так, щоб вiдносно нього розгляду-
вана група була саме такою. За теоремою Стоуна її генератор має вигляд A = iB, де B —
самоспряжений оператор. Позначимо через E(∆) його спектральну мiру. Як показано у [8],

C{1}(A) = {f ∈ H | f = E([−α, α])g, ∀α > 0, ∀g ∈ H}.

У цьому випадку можна явно виписати сталi ck, що фiгурують в теоремах 2 i 3, а саме:
ck =

√
k + 1/2k. Бiльш того, сформульованi вище прямi й оберненi теореми для розв’язкiв

скiнченної гладкостi можна поширити на розв’язки, що належать деяким класам нескiн-
ченно диференцiйовних H-значних вектор-функцiй. Перейдемо до результатiв, отриманих
у цьому напрямку.

Нехай {mn}n∈N0 — неспадна послiдовнiсть додатних чисел (не обмежуючи загальностi,
можна завжди припустити, що m0 = 1). Покладемо

C{mn} = C{mn}(R,H) =
∪
α>0

Cα
mn

, C(mn) = C(mn)(R,H) =
∩
α>0

Cα
mn

,

де

Cα
mn

= Cα
mn

(R,H) = {y ∈ C∞(R,H)
∣∣∃c = c(y), ∀k ∈ N : ∥y(k)∥S 6 cαkmk} —
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банахiв простiр вiдносно норми

∥y∥Cα
mn

= sup
k∈N0

∥y(k)∥S
αkmk

.

У просторi C{mn} (C(mn)) вводиться топологiя iндуктивної (проективної) границi банахових
просторiв Cα

mn
. Зауважимо, що простори C{n!}, C(n!) (mn = n!) та C{1} (mn ≡ 1) є не що

iнше, як простори обмежених на R аналiтичних, цiлих та цiлих експоненцiального типу
H-значних вектор-функцiй.

Припустимо, що послiдовнiсть {mn}n∈N0 задовольняє умову

∀α > 0, ∃c = c(α) > 0: mn > cαn, (3)

i розглянемо функцiю

p(λ) =

∞∑
n=0

λn

mn
.

Внаслiдок (3) ця функцiя є цiлою, p(λ) > 1 при λ > 0 i p(λ) ↑ ∞ при λ → ∞.
Теорема 5. Нехай додатково послiдовнiсть {mn}n∈N0 має властивiсть

∃c > 0, ∃h > 1: mn+1 6 chnmn.

Тодi виконуються такi спiввiдношення еквiвалентностi:

y ∈ C{mn} ⇐⇒ ∃α > 0: Er(y) = O(p−1(αr));

y ∈ C(mn) ⇐⇒ ∀α > 0: Er(y) = O(p−1(αr)).

У випадку, коли mn = nnβ , 0 < β < ∞, з теореми 5 випливає
Наслiдок 4. Мають мiсце спiввiдношення

y ∈ C{nnβ} ⇐⇒ ∃α > 0: Er(y) = O(e−αr1/β );

та

y ∈ C(nnβ) ⇐⇒ ∀α > 0: Er(y) = O(e−αr1/β ).

Нагадаємо, що цiла H-значна вектор-функцiя x(λ) є скiнченного порядку росту, якщо

∃γ > 0: ∥x(λ)∥ 6 exp(|λ|γ).

Точна нижня межа ρ(x) таких γ називається порядком x(λ). З наслiдка 4 випливає таке
твердження.

Наслiдок 5. Розв’язок y ∈ S рiвняння (1) допускає продовження до цiлої H-значної
вектор-функцiї порядку ρ i скiнченного типу тодi i тiльки тодi, коли

∃α > 0: Er(y) = O(e−αr1/β ),

де ρ i β пов’язанi мiж собою рiвнiстю β = (ρ − 1)/ρ < 1.
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4. Результати п. 2 можна в певному сенсi поширити на випадок, коли генератор A групи
{U(t)}tR є неквазiаналiтичним, тобто

∞∫
−∞

ln ∥U(t)∥
1 + t2

dt <∞.

За цiєї умови, як показано у [8], множина всiх цiлих векторiв експоненцiального типу опера-
тора A є щiльною в B. Оскiльки в цьому випадку група {U(t)}tR може бути необмеженою,
то наближення y ∈ S розв’язками з S0 проводиться не на R, а на довiльному скiнченному
промiжку [−b, b], при цьому норма в S визначається як

∥y∥S,b = sup
|t|6b
∥y(t)∥,

а в означеннях величин Er(y) та ωk(t, y) замiсть норми ∥ · ∥S фiгурує ∥ · ∥S,b. Теореми 2–4 та
наслiдки 1, 2 залишаються вiрними, лише сталi ck в них тепер залежать вiд b : ck = ck(b).
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Прямые и обратные теоремы теории приближений решений
дифференциальных уравнений в банаховом пространстве

Рассмотрено уравнение вида y′(t) = Ay(t), t ∈ (−∞,∞), где A — генератор C0-группы ли-
нейных операторов в банаховом пространстве. Представлены прямые и обратные теоремы
теории приближений слабых решений этого уравнения целыми решениями экспоненциаль-
ного типа, которые устанавливают взаимно однозначное соответствие между порядком
стремления к нулю наилучшего приближения решения и степенью его гладкости.
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The direct and inverse theorems of the approximation theory for
solutions of differential equations in a Banach space

An equation of the form y′(t) = Ay(t), t ∈ (−∞,∞), where A is the generator of a C0-group of
linear operators on a Banach space, is considered. The direct and inverse theorems of the theory
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