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Визначення контактних напружень мiж берегами
трiщини нормального вiдриву
(Представлено академiком НАН України Я.М. Григоренком)

Поставлено i розв’язано задачу щодо визначення контактних напружень мiж берега-
ми прямолiнiйної трiщини у iзотропному тiлi, що перебуває пiд дiєю розтягувальних
зусиль на нескiнченностi та зосереджених стискальних сил, прикладених перпендику-
лярно до лiнiї трiщини.

Ключовi слова: руйнування, iзотропне тiло, трiщина нормального вiдриву, контакт бе-
регiв трiщини, контактнi напруження.

Навантаження елемента конструкцiї з наявною трiщиною може спричинити повний або
частковий контакт берегiв трiщини. Незначнi контактнi напруження виникають при при-
кладаннi навiть незначних чи моментiв зсувних напружень у нескiнченно вiддалених точках
пластини з трiщиною [1, 2]. Неврахування контакту мiж берегами трiщини може призводити
до некоректностi фiзичної складової постановки задачi [3] або некоректного застосування
обчислювальних методiв для її розв’язання [4].

Розглянемо прямолiнiйну трiщину у iзотропному тiлi. Нехай у ненавантаженому станi
трiщину розташовано на вiсi x координатної системи, а її кiнцi розташовано у точках iз
координатами x = ±d.

Вiдповiдну розглянутiй задачi конфiгурацiю сил зображено на рис. 1. При певному спiв-
вiдношеннi iнтенсивностей P i σ∞

y буде утворюватися дiлянка контакту мiж берегами трi-
щини.

Подамо вирази для перемiщень берегiв трiщини у такiй формi:

u±(x) = u0(x)± u1(x), v±(x) = v0(x)± v1(x), (1)

де u0(x) та v0(x) — середнi значення перемiщень за берегами.
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Рис. 1

Внаслiдок симетричного прикладання сил вiдносно осi Ox у виразах для перемiщень
берегiв трiщини (1) матимемо v0 = 0, а умова перекриття берегiв запишеться у виглядi
v(x) < 0, |x| < d.

Рiвняння для знаходження розмiру зони контакту та контактних напружень набуде
такого вигляду v(x) = 0(|x| < d).

Визначимо границi дiлянки контакту та контактнi напруження. Для розглянутої схеми
навантаження тертя мiж берегами трiщини вiдсутнє i контурнi умови такої задачi мають
вигляд

σ±
y (x) = σ(x)− σ0(x), τ±xy = 0, |x| 6 d,

де згiдно з [5],

σ0(x) =
κ1

π

2∑
m=1

[
Pm

∑
k

Ak

x− zkm
− Pm

z1m − z2m
(x− z2m)2

]
= − Pyp

π(x2 + y2p)

[
1−

2(x2 − y2p)

(κ + 1)(x2 + y2p)

]
,

(z11 = z22 = −z21 = −z12 = iyp, −P1 = P2 = iP , P > 0, A1 = −1, A2 = κ), а контактнi
напруження задано кусково-лiнiйним розподiлом

σ(x) =


(bk − x)σk−1 + (x− bk−1)σk

△bk
, x ∈ (bk−1, bk),

0, x ∈ (bn, d),

0 < k < n, σn = 0, σ(−x) = σ(x), △bk = bk − bk−1

з напруженнями σk у вузлах сiтки bk. Величини σk разом з границею зони контакту, bn
знаходяться в ходi розв’язання задачi.

За заданих на нескiнченностi напружень σy = σ∞
y , σx = τxy = 0, |z| → ∞, розв’язок

задачi Гiльберта–Прiвалова для записаних вище контурних умов знаходимо з системи двох
рiвнянь вiдносно функцiй Φ(z) i Ω(z):

Φ(z)± Ω(z) =

−H(z) +H0(z)

π
+ 2

C0z

X(z)
−Γ′

 , (2)
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Γ′ = C0 = σ∞
y /2, функцiя H0(z) визначена спiввiдношенням

H0(z) =
1

iX(z)

d∫
−d

σ0(x)X(x)

x− z
dx, X(z) =

√
(z + d)(z − d), (3)

H(z) =
1

iX(z)

bn∫
−bn

σ(x)X(x)

x− z
dx =

n−1∑
k=0

σk

[
ihk(z)−

2Nkz

X(z)

]
,

h0(z) =
△Q1(z)

△b1
, hk(z) =

△Qk+1(z)

△bk+1
− △Qk(z)

△bk
(0 < k < n);

△Qk(z) = Qk(z)−Qk−1(z); Qk(z) = (z + bk)C(−bk, z) + (z − bk)C(bk, z); (4)

N0 =
△R1

△b1
− I(b0), Nk =

△Rk+1

△bk+1
− △Rk

△bk
(0 < k < n);

△Rk = Rk −Rk−1, Rk = bkI(bk) + X̂(bk), (5)

функцiя C(ξ, z) визначена спiввiдношенням

C(ξ, z) = ln
X̌(ξ)− X̌(z)

X̌(ξ) + X̌(z)
, X̌(z) =

√
z − c

d− z
, (6)

функцiя I(z) = 2 arctg X̌(z). Знак “−” при функцiї H у (2) обумовлений напрямком кон-
тактних напружень.

Таким чином,

2πΦ(z) = −
n−1∑
k=0

σk

[
ihk(z)−

2Nkz

X(z)

]
+ P

{
i

2

∑
k

(−1)k
R(z, zk0 )

Xk
0

−

− yp
κ + 1

∑
k

1

Xk
0 · (z − zk0 )

[
R(z, zk0 )−

zk0 ·X(z)

(Xk
0 )

2

]}
+

πσ∞
y z

X(z)
− πΓ′,

R(z, zk0 ) =
X(z)−Xk

0

z − zk0
, Xk

0 = X(zk0 ).

Iнтегруючи, отримаємо

2πφ(z) = −
n−1∑
k=0

σk[iJk(z)− 2NkX(z)] +

+ P

{
i

2

2∑
k=1

(−1)kC(zk0 , z) + F (z, z0) +
G(z, z0)

κ + 1

}
+ πσ∞

y X(z)− πΓ′z,

F (z, z0) = arcctg
z

yp
, G(z, z0) =

2yp
z2 + y2p

[
yp

X̃
X(z)− z

]
; (7)

J0(z) =
△T1(z)

△b1
, Jk(z) =

△Tk+1(z)

△bk+1
− △Tk(z)

△bk
(0 < k < n);
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△Tk(z) = Tk(z)− Tk−1(z); X̃ =
√

d2 + y2p; X̂(z) =
√

(z − c)(d− z)

Tk(z) =
1

2
[(z + bk)

2C(−bk, z) + (z − bk)
2C(bk, z)] + X̂(bk)X̂(z).

На берегах розрiзу

2πφ±(x) = −
n−1∑
k=0

σk{i[±Jkx(x) + iJky(x)]∓ 2iNkX̂(x)}+

+ P

{
∓Cx(iyp, x) + arcctg

x

yp
+

2yp
(κ + 1)(x2 + y2p)

[
±i

yp

X̃
X̂(x)− x

]}
±

± iπσ∞
y X̂(x)− πΓ′x,

Jkx(x) = ±Re{J±
k (x)}, Jky(x) = Im{J±

k (x)}; Cx(iyp, x) визначається рiвнянням

Cx(iyp, x) =
1

2
ln

[X̌(x)X̃ − d]2 + y2p

[X̌(x)X̃ + d]2 + y2p
, X̌(±iyp) =

±d+ iyp

X̃
. (8)

Нормальний вiдрив, ∆ = v+ − v− знайдемо з виразу

π∆(x) =
κ + 1

2µ

(
−

n−1∑
k=0

σk[−Jkx(x) + 2NkX̂(x)] +

+ P

{
−Cx(iyp, x) +

2y2pX̂(x)

(κ + 1)(x2 + y2p)X̃

}
+ πσ∞

y X̂(x)

)
.

Напiврозмiр зони контакту визначимо за допомогою рiвняння (2). Це рiвняння будемо
розв’язувати обчислювальним методом. На кожнiй iтерацiї будемо визначати напруження
σ1, . . . , σn−1 з системи лiнiйних рiвнянь

∆(bm) = 0, m = 0, . . . , n− 1,

яка в розширенiй формi матиме вигляд

n−1∑
k=0

Amkσk = Bm, m = 0, . . . , n− 1,

де

Amk = −Jxk(bm) + 2NkX̂(bm);

Bm = −P

{
−Cx(iyp, bm) +

2y2pX̂(bm)

(κ + 1)(b2m + y2p)X̃

}
− πσ∞

y X̂(bm).
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Рис. 2

Рис. 3

На рис. 2, a наведенi вертикальнi перемiщення берегiв розрiзу з врахуванням i без враху-
вання контактних напружень (в останньому випадку наявне перекриття берегiв); на рис. 2, б
наведенi вiдповiднi контактнi напруження. Залежностi отримано для наступних значень па-
раметрiв задачi: κ = 2,077, µ = 1539 МПа, σ = 35 МПа, σ∞

y = σ/2,5, P = σ/3,5, d = 0,5 см,
yp = 0,2 см.

При зменшеннi iнтенсивностi зовнiшнього навантаження або збiльшеннi сили P дiлян-
ка зони контакту буде збiльшуватися. На рис. 3 проiлюстровано тi самi величини, що й
на попередньому рисунку, розрахованi при P = σ/2. З подальшим збiльшенням P конта-
ктувати будуть береги вздовж всiєї трiщини; при цьому контактнi напруження становитиме
−σ0(x)−σ∞

y . Ця величина на дiлянцi контакту, визначенiй в останньому числовому прикла-
дi, наведена на рис. 3, б разом iз вiдповiдним контактним напруженням (тонка та жирна
кривi, вiдповiдно).

Аналiзуючи числовi розв’язки, зазначимо, що розмiр дiлянки контакту можна оцiнити
за допомогою розвя’зку задачi без контактних напружень (задача 1). Цю оцiнку викори-
стовуємо як початкове наближення при числовому розв’язаннi задачi. При незначному по
вiдношенню до довжини трiщини розмiру зони перекриття довжина зони контакту визна-

40 ISSN 1025-6415 Dopov. Nac. akad. nauk Ukr., 2016, №5



чається дiлянкою перекритих берегiв задачi 1, а при значних розмiрах — розмiром дiлянки
з вiд’ємними контактними напруженнями для задачi 1.

Таким чином, отримано спiввiдношення, якi надають змогу обчислювати контактне на-
пруження на берегах трiщини нормального вiдриву, а отже враховувати його при побудовi
визначальних рiвнянь рiвноваги трiщини, береги якої взаємодiють. Наведенi мiркування
можуть бути використанi для розв’язування задач нелiнiйної механiки руйнування матерi-
алiв, постановка яких враховує наявнiсть сил зчеплення мiж берегами трiщини.
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Определение контактных напряжений между берегами трещины
нормального отрыва

Поставлена и решена задача об определении контактных напряжений между берегами пря-
молинейной трещины в изотропном теле, пребывающем под действием растягивающих
усилий на бесконечности и сосредоточенных сжимающих сил, приложенных перпендику-
лярно к линии трещины.

Ключевые слова: разрушение, изотропное тело, трещина нормального отрыва, контакт бе-
регов трещины, контактные напряжения.
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Determination of contact stresses between mode I crack faces

A problem of determination of contact stresses in an isotropic body with a rectilinear mode I crack is
stated and solved. The body is loaded by tensile stresses at infinity and by concentrated compressive
forces applied transversally to the crack line.

Keywords: fracture, isotropic body, mode I crack, contact of crack faces, contact stresses.
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