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Классическая задача Дирихле для бигармонического
уравнения в полуполосе с криволинейным торцом

Доказана однозначная разрешимость задачи Дирихле в классической постановке для
однородного бигармонического уравнения в полуполосе с криволинейным торцом.
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Пусть вещественная функция l(y) ∈ C2[−1, 1], с условиями l(±1) = 0 и l′(±1) = 0.
В полуполосе

Π = {(x, y) : x > l(y), |y| < 1}

с криволинейным торцом Γ = {x = l(y), |y| < 1} рассматривается в классической постанов-
ке [1, c. 357] граничная задача Дирихле для однородного бигармонического уравнения

∆2u(x, y) = 0, (x, y) ∈ Π, u ∈ C4(Π)
∩

C1(Π),

u(x,±1) = u′y(x,±1) = 0, x > 0,

u|Γ ≡ u(l(y), y) = f(y),
∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ

≡
u′x(l(y), y)− l′(y)u′y(l(y), y)

(1 + l′2(y))1/2
= g(y), |y| 6 1,

lim
x→∞

max
|y|61

{|u(x, y)|+ |u′x(x, y)|} = 0.

(1)

На функции f , g накладываются естественные условия

f ∈ C1 = C1[−1, 1], g ∈ C = C[−1, 1], f(±1) = f ′(±1) = g(±1) = 0. (2)

Таким образом, искомое решение u, в отличие от обобщенной постановки задачи Дири-
хле (см., например, [2]), предполагается четырежды непрерывно дифференцируемым в Π
и непрерывно дифференцируемым в замыкании Π полуполосы. Введем норму C1(Π):

∥u∥C1(Π) = sup
(x,y)∈Π

{|u(x, y)|+ |∇u(x, y)|} < ∞.

В работе доказывается однозначная разрешимость граничной задачи (1). В частности,
для функций u, удовлетворяющих (1), устанавлена справедливость принципа максимума
Миранды–Агмона [3, 4]

∥u∥C1(Π) 6 c{∥f∥C1[−1,1] + ∥g∥C[−1,1]}. (3)
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Принцип максимума Миранды–Агмона и его обобщения для решений бигармонического
уравнения в ограниченных областях с кусочно-гладкой границей рассмотрены в [5].

Используемый здесь метод сведения проблемы (1) к системе интегральных уравнений
на отрезке (или на кривой Γ) был использован в статье [6] и возник на основе анализа мето-
да Шермана–Лауричеллы [7, гл. 4], используемого при исследовании плоских задач теории
упругости в ограниченных областях. С другой стороны, для избавления от необходимости
удовлетворения граничным условиям из (1) на боковых сторонах и на бесконечности, сле-
дуя [8], мы используем функцию Грина для бигармонического уравнения в полосе |y| < 1
с однородными граничными условиями при y = ±1.

Введем в рассмотрение пучок обыкновенных дифференциальных операторов

L(λ)z(y) = z(4)(y)− 2λ2z(2)(y) + λ4z(y), |y| 6 1, z(±1) = z′(±1) = 0,

где λ ∈ C. Пусть функция

∆(λ) = sinh2 λ cosh2 λ− λ2.

Для функции Грина G(y, t;λ), −1 6 y, t 6 1 обыкновенного дифференциального оператора
L(λ), согласно [9, § 3], имеем выражение

4λ3G(y, t;λ) = λ|y − t| coshλ(y − t)− sinhλ|y − t|+

+ [coshλy((sinh2 λ− λ2) coshλt− λt sinh2 λ sinhλt)−

− λy sinhλy(sinh2 λ coshλt+ λt sinhλt)]/∆1(λ) +

+ [sinhλy(−(cosh2 λ+ λ2) sinhλt+ λt cosh2 λ coshλt) +

+ λy coshλy(cosh2 λ sinhλt− λt coshλt)]/∆2(λ).

(4)

При фиксированных y, t функция G(y, t;λ) является четной мероморфной по λ ∈ C
функцией с простыми полюсами ±λk, где λk — корни ∆(λ) с Imλk > 0. Другие элемен-
тарные аналитические свойства и оценки функции G(y, t;λ) и ее производных приведены
в [6]. Отметим, что функция

F (x− x′, y; y′) =
1

2π

∞∫
−∞

G(y, y′; s)ei(x−x′)ds, (x, y) ̸= (x′, y′),

является функцией Грина для бигармонического уравнения в полосе |y| < 1 с однородными
граничными условиями Дирихле.

По функции Грина G определим при y ̸= t функции

H1(y, t;λ) = 2
∂

∂t

(
∂2

∂t2
+ λ2

)
G(y, t;λ),

H2(y, t;λ) = −2

(
∂2

∂t2
+ λ2

)
G(y, t;λ),

H3(y, t;λ) = 2
∂

∂t

(
∂2

∂t2
− 3λ2

)
G(y, t;λ).

(5)

Отметим равенства Hj(y, t; 0) = y(3 − y2)/2 − sign(y − t), j = 1, 3.
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Пусть функции

Q1(x, y; t) =
sign(y − t)

2
+

1

π

∞∫
0

H1(y, t; s)
sin s(x− l(t))

s
ds+

+
l′(t)

π

∞∫
0

H2(y, t; s) cos s(x− l(t)) ds,

Q2(x, y; t) = l′(t)
sign(y − t)

2
+

l′(t)

π

∞∫
0

H3(y, t; s)
sin s(x− l(t))

s
ds+

+
1

π

∞∫
0

H2(y, t; s) cos s(x− l(t)) ds,

(6)

где (x, y) ∈ Π. Отметим, что для любого t ∈ (−1, 1) функции Qk(x, y; t) являются бигар-
моническими в Π, причем

Qk(x,±1; t) =
∂Qk

∂y
(x,±1; t) = 0, x > 0, k = 1, 2. (7)

Решение граничной задачи (1) ищем в виде

u = Φ[q](x, y) :=

1∫
−1

Q1(x, y; t)q1(t)dt+

1∫
−1

Q2(x, y; t)q2(t)dt, q = {q1, q2} ∈ B, (8)

где банахово пространство

B =

{
(q1, q2) ∈ C0 ⊕ C0 :

1∫
−1

(q1(t) + l′(t)q2(t))dt = 0

}
,

C0 = C0[−1, 1] = {p ∈ C : p(±1) = 0}.

Можно доказать, что для любой вектор-функции q = {q1, q2} ∈ B функция Φ[q] бесконечно
дифференцируема при x > l(y), |y| 6 1, является бигармонической в Π, удовлетворяет одно-
родным граничным условиям из (1) на боковых сторонах полуполосы и на бесконечности,
причем справедлива оценка

sup
(x,y)∈Π

{|Φ[q](x, y)|+ |∇Φ[q](x, y)|} 6 c∥q∥B, (9)

с постоянной c > 0, не зависящей от q ∈ B.
Таким образом, для определения неизвестной вектор-функции q ∈ B из (8) требуется

выполнить для Φ[q] граничные условия из (1) на торце полуполосы. При этом граничные
условия на торце удобно записать в виде

u′y(l(y), y) = h1(y), u′x(l(y), y) = h2(y),
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где функции

h1(y) = [f ′(y)− l′(y)(1 + l
′2(y))1/2g(y)](1 + l

′2(y))−1,

h2(y) = [l′(s)f ′(y) + (1 + l
′2(y))1/2g(y)](1 + l

′2(y))−1.
(10)

На этом пути, используя известные свойства потенциала двойного слоя (см. [10, c. 452]),
можно показать, что функция u = Φ[q], q ∈ B, является решением граничной задачи (1)
в том и только том случае, когда вектор-функция q = {q1, q2} является решением системы
линейных интегральных уравнений

q +Aq = h, (11)

где A = {Ank}2n,k=1, причем

(A11q1)(s) =

1∫
−1

∂Q1

∂y
(l(s), s; t)q1(t) dt, (A12q2)(s) =

1∫
−1

∂Q2

∂y
(l(s), s; t)q2(t) dt,

(A21q1)(s) =

1∫
−1

∂Q1

∂x
(l(s), s; t)q1(t) dt, (A22q2)(s) =

1∫
−1

∂Q2

∂x
(l(s), s; t)q2(t) dt,

а правая часть h = {h1, h2} ∈ B определяется согласно выражениям (10). При этом линей-
ный оператор A непрерывно действует в пространстве B.

Можно доказать, что оператор A имеет вид A = T + K, где линейный интегральный
оператор K непрерывно действует из пространства C ⊕ C в пространство C1 ⊕ C1 и, в ча-
стности, является вполне непрерывным оператором в C ⊕ C, а оператор T = {Tnk}1n,k=1,
причем T11 = T22 = 0 и

(T12p)(s) =
4

π

1∫
−1

(1− s)(1− t)(2− s− t)

(l(s)− l(t))2 + (2− s− t)2)2
dt− 4

π

1∫
−1

(1 + s)(1 + t)(2 + s+ t)

(l(s)− l(t))2 + (2 + s+ t)2)2
dt,

(T21p)(s) =
4

π

1∫
−1

(1− s)2(2− s− t)

(l(s)− l(t))2 + (2− s− t)2)2
dt− 4

π

1∫
−1

(1 + s)2(2 + s+ t)

(l(s)− l(t))2 + (2 + s+ t)2)2
dt.

Операторы T12, T21 непрерывно действуют в пространстве C, и, используя результаты Ра-
дона [11, п. 90] об операторах в пространстве непрерывных функций, показываем, что опе-
ратор A является фредгольмовым оператором с нулевым индексом в пространстве B. Здесь
важное значение имеет априорная информация о дифференциальных свойствах решений
этого уравнения при s → ±1. Для получения такой информации используется техника ин-
тегрального преобразования Меллина (см. аналогичные рассмотрения в [6, п. 4]). Таким
образом, уравнение (11) является однозначно разрешимым в B тогда и только тогда, когда
соответствующее однородное уравнение не имеет нетривиальных решений в пространстве
B. На этом пути устанавливается, что уравнение (11) является однозначно разрешимым
в банаховом пространстве B и для его решений верна оценка

∥q∥B 6 c∥h∥B, (12)

с постоянной c > 0, не зависящей от вектора h ∈ B.
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Устанавливая однозначность решения граничной задачи (1) и используя (9), (12), полу-
чаем следующий основной результат работы.

Теорема. Для любых функций f , g, удовлетворяющих условиям (2), существует и яв-
ляется единственным решение u ∈ C4(Π)

∩
C1(Π) граничной задачи (1). Это решение

имеет вид u = Φ[q] с вектор-функцией q ∈ B, однозначно определяемой из уравнения (11)
с правой частью h = {h1, h2}, заданной (10). Существует такая постоянная c > 0, что
для решений граничной задачи (1) выполняется оценка (3).

Используя теорему и соответствующие рассуждения из работы [6], можно показать, что
для решений граничной задачи (1) выполняется оценка

|u(x, y)|+ |∇u(x, y)| 6 c{∥f∥C1 + ∥g∥C} exp (−δx),

x > 0, |y| 6 1, δ = min
k=1,2,...

Imλk,
(13)

с постоянной c > 0, не зависящей от граничных данных f , g, удовлетворяющих условиям (2).
Оценка (13) уточняет принцип максимума (3), с учетом наличия в области Π бесконечно
удаленной точки.

Отметим, что постановка условия на бесконечности из (1) допускает и другие, менее
ограничительные, варианты (см. [12]). В идейном плане основной момент проведенных рас-
смотрений при сведении граничной задачи (1) к системе интегральных уравнений состоит
в построении функций Qj(x, y; t), j = 1, 2, а именно в перенесении конструкции Шермана–
Лауричеллы на случай полуполосы. (Относительно других способов сведения граничных
задач для бигармонического уравнения в областях с конечной границей к граничным ин-
тегральным уравнениям см. [13, § 2].)

Проведенные рассмотрения могут быть обобщены на случай функции l(y) с более об-
щими условиями, чем l ∈ C2, l(±1) = l′(±1) = 0. Для этого следует привлечь результаты
Радона и их обобщения, связанные с теорией логарифмического потенциала [14, 15, гл. 4].
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Класична задача Дiрiхле для бiгармонiчного рiвняння в пiвсмузi
з криволiнiйним торцем
Доведена однозначна розв’язнiсть задачi Дiрiхле в класичнiй постановцi для однорiдного
бiгармонiчного рiвняння у пiвсмузi з криволiнiйним торцем.
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Classical Dirichlet problem for the biharmonic equation in a semistrip
with curvilinear end
We prove the unique solvability of the Dirichlet problem in a classical formulation for the homo-
geneous biharmonic equation in a semistrip with curvilinear end.
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